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Capitolo |

Brevi richiami di meccanica

guantistica

In meccanica quantistica le proprieta di una palticsono descritte
da funzioni d’onda che definiscono univocamentstéio del sistema. In

particolare il modulo quadro della funzione d'ondasociato a una
particella (per esempiqz//(x,a)|2) rappresenta la probabilita che la

particella sia dotata di spir e sia localizzata nel punte®. Pertanto
queste funzioni d’'onda, essendo pertanto legateaadgzze fisiche,
devono godere di opportune proprieta:

1. devono essere funzioni a singolo valore;

2. devono essere continue e prive di singolarita;
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Questa circostanza, ad esempio, esclude la passibiie in tali
funzioni sia coinvolta una delta di Dirac, in quaeio comporterebbe la
possibilita di poter misurare con precisione laiziose o la velocita di

una particella nello spazio, violando cosi il pipia di Indeterminazione

w(r.t)2(-1,)dp)

(1.1)
con ¢{p)# 0in un intervallo limitato, oppure

p(r.t)=3(p-p,)dr)

(1.2)

3. devono poi essere normalizzate, cioé

[0l p)yl. p)av =1.
\%

(1.3)

|.1 Operatori in meccanica quantistica
In meccanica quantistica la misura di una grandéz&aa consiste
nell'applicazione dell’'operatore corrispondenteadlinzione d’onda del
sistema.
Gli operatori piu comuni sono guattro:
* posizione X > x,
I'applicazione dell’operatore posizione € da intersid come una
moltiplicazione della variabilex per la funzione d'onda (per
esempio Xy = x|y);

etempoif > t,
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anche l'applicazione dell’operatore tempo € dandézsi come
una moltiplicazione della variabile per la funzione d’onda (per

esempio P = ty);
 quantita di motop > E a,
|

esempio p,Y = ?%w dove px € la componente

dell'operatore quantita di moto lungo l'asse x;

« energia g 19
i ot
Tutti gli altri operatori si ottengono mediante principio di
corrispondenza, partendo cioé dalla definizionssita della grandezza
fisica corrispondente e sostituendo gli operatadi rpti. Per esempio,

'operatore momento angolare si ottiene partendta daia espressione

classica
b=rxp
(1.4)
sostituendo i corrispondenti operatori
b =& x E O
|
(1.5)
si ottiene
i ok
X y zZ |=
0 hO RO
iox idy o0z
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|.2 Prodotto interno

Si definisce prodotto interno (o scalare) tra durezioni d’onda la

guantita
()= oy dv
\Y

(1.7)
tale prodotto non & commutativagy) # (|9 .

Si puo definire I'operatore aggiuntg® di un operatore datar

quell'operatore per il quale risultéplay)=(a*@w). Nel caso in cui

I'operatore aggiunto coincida con l'operatore datc;a®, esso si dice

autoaggiunto o hermitiano.

1.3 Autovalori e autostati di un operatore

In taluni casi il risultato dell’applicazione di urperatore su una
funzione d’onda fornisce e la stessa funzione ddomaltiplicata per uno
scalare. In tal caso lo stato rappresentato dallibne d’onda in
oggetto prende il nome di autostato dell'operattaefunzione d’'onda
prende il nome di autofunzione dell’'operatore edalare prende il nome
di autovalore dell’operatore dato. Per esempio uefanzioni e gli
autovalori dell’operatore energia si ottengono aatitegrazione della

seguente equazione detta “agli autovalori”
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ho  _
i—alﬂ =Ey
(1.8)
integrando per parti si ottiene
W T e
h
(1.9)
da cui si ricava
wlt)=Aer
(1.20)

che e l'autofunzione dell’'operatore energia cooiggente all’autovalore
E. Si osserva che guesta autofunzione non e univectndefinita in
quanto ogni possibile funzione ottenibile da quesaliante I'aggiunta
di un termine di fase costante & ancora autofuezidell’operatore
energia.

In relazione agli operatori hermitiani si dimosthe essi hanno
sempre autovalori reali. Poiché in meccanica qeacai gli operatori
utilizzati devono rappresentare delle grandezzehigs € necessario che
essi siano hermitiani. Infatti un tale operatoreligpto ad una sua
autofunzione restituisce un autovalore reale cbegpanto detto prima,
rappresenta il risultato dell’'operazione di misura.

Si dimostra inoltre che l'insieme di tutte le awboioni di un
determinato operatore hermitiano costituiscono ah completo. Cio
significa che ogni funzione donda pud essere aSarecome
combinazione lineare di quell'insieme di autofumzicAd esempio, sia

#r.t) una funzione d’'onda rappresentativa dello statardisistema.
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Dette ¢, le autofunzioni di un determinato operatore si [@@mpre
scrivere,
p=.cy,
(1.12)
dove ¢, sono i coefficienti della combinazione lineare. garticolare

come abbiamo gia visto ci0 e possibile utilizzarndoautofunzioni

dell'operatore energia. | coefficientc, si ottengono eseguendo il
prodotto interno
Wwilo=c
(1.12)

Il significato di questi coefficienti si ricava imediatamente dalla

seguente considerazione: imponendo la condizionerdnalizzazione

(@ =1
(1.13)

Si ricava
2. e |2 =1
(1.14)
Si vede quindi comg,|* & interpretabile come la probabilita che lo
stato del sistema sia rappresentato dall'autofunezig., in quanto la

somma di tutte le probabilita di occupare gli séati.

|.4 Principio di indeterminazione
Il principio di indeterminazione, come gia accematabilisce una

relazione di indeterminazione tra coppie di gramdezoniugate che
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pertanto non possono essere entrambe misuratereasipne infinita su
un determinato stato. Per esempio, prendendo pasiz¢ quantita di
moto si dovra avere
AXAp, =27
(1.15)
dove Ax e Ap, rappresentano rispettivamente le incertezze subara
della posizione e della quantita di moto. Il prpiocié valido solo per le

grandezze che non commutano.

-10 -
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Capitolo Il

Operatore Hamiltoniano di un
sistema quantistico e
approssimazioni

L'operatore Hamiltoniano H & Iequivalente operatoriale

dell’energia, ossia la somma di energia cinetipatenziale.
2
H=2mé+um =2 P vuE
2 2m

(I1.1)

La forma dell'operatore in meccanica quantisticattiene mediante il
principio di corrispondenza

“ 2
H :izD_ﬁD +U(r) = e +U(r)
2mi i 2m

(11.2)

-11 -
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Pertanto I'applicazione dell’operatore a una funzione d’onda

deve essere equivalente alla applicazione dellaipes energiakE
introdotto nel capitolo precedente; si ha quindi

{—g—rlmz +U (L)}D(Lt) = ih%fb(m)

(11.3)
questa equazione e detta equazione Schrédingequdzéone agli
autovalori per I'operatore Hamiltoniano deriva tlimenente da questa

qualora si ipotizzi che la funziore(r,t) sia del tipo

ofr,0)=W(r) e "

(11.4)
Infatti in tal modo si ottiene
2
{—%mz +u(z>}m(z,t)= Eo(r,1
(11.5)

da cui si evince che(r,t) & autofunzione dell’'operatore Hamiltoniano.

Semplificando il fattore esponenziale si ottienehan
L +U(r) [W(r) = E W(r)
2m - -

(1.6)

da cui risulta anche che la parte spaziale detifauizione é anch’essa
autofunzione dell’'operatored . L'equazione agli autovalori appena
esposta viene in genere indicata come equazionesatirodinger
indipendente dal tempo.

Per un sistema costituito da N elettroni I'Hamiltoto assume la

seguente forma

-12 -
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(I1.7)

in cui I'Hamiltoniano contiene un termine di inteirane a due corpi

N 1
2; Z_; [j"
j#i

(1.8)

Come gia accennato il problema fondamentale cansistl
risolvere I'equazione agli autovalori
Hyi=g Y
(11.9)
Questa equazione é di difficile soluzione sopraitael caso di sistemi
realistici con N elevato. Inoltre c’é da notare c¢hdali sistemi vanno
considerati anche i nuclei (supposti in numero Mo scopo di
considerare I'intero sistema oggetto di studio.tdé#do I'Hamiltoniano
dell'intero sistema viene scomposto in tre termimprimo dovuto ai soli
elettroni, il secondo dovuti ai soli nuclei e ilrze contenente

I'interazione tra elettroni e nuclei

A

H=H el t H nucl T H el-nuo
(11.20)

esplicitando

I

_ N 1N
E|__i—1% Li +Ei—1 ;475 ‘I’ - ‘

j#i

(I1.11)

-13 -
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M hZ ) 1 M M
=-» —0; +— R -R.
nucl ézm R 2; ;W(_| —J)
j#i
(1.12)
A M N
Hel—nucl :zzv(Bi _Lj)
i=1 j=1
(1.13)

dove con_Rsi € indicata la posizione del nucleo i-esimo e cola

posizione dell’elettrone i-esimo. Nell’Hamiltoniamguardante i nuclei

Si € supposto che tutti abbiano la stessa mass& éndicato conw |l

potenziale di interazione coulombiano nucleo-nuctedl’Hamiltoniano

riguardante l'interazione elettroni-nuclei si e @ce considerato un

termine di interazione coulombianotra I'elettrone e lo ione positivo.

II.1 Approssimazione di Frozen Core

Tale approssimazione consiste nel considerareejtreni di core,

energeticamente piu legati al nucleo, solidali atleo stesso; essi,

pertanto, concorrono a definire uno ione avente&aachermata e non

saranno  piu

inclusi

nellHamiltoniana  elettronica.Questa

approssimazione é giustificata dal fatto che géittebni di core non

influenzano sostanzialmente le proprieta chimickeé sistema e vale

qualora non si intendano studiare fenomeni fisiee coinvolgono gli

elettroni di core come invece avviene per esemprdgspettroscopia di

fotoemissione da raggi X.

Avendo adottato tale approssimazione I'Hamiltoniaassume la

seguente forma

H=Hg+ Hion*+ Helion

(11.14)

-14 -
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in cui
R s s
Hel == 2. r. +1 Z
i=1 2m 2i—l j=1 47E0 ‘rl -r. ‘
j#i
(11.15)
M hZ 5 1 M M
=321 02 += w(R -R,
ion ézm R 2; ; (_| _])
j#i
(11.16)
R M S
Hel—lon ZZZVI(B| _LI)
i=1 j=1
(11.17)

dove w €& linterazione coulombiana ione-ione e € linterazione
coulombiana ione-elettrone. Si fa notare che il ewandi particelle
coinvolte non e piu M+N ma M+S dove S e il numeegldelettroni di
valenza esplicitamente considerati. Pertanto Ifamzione del sistema
dipendera dalla posizione degli ioni e degli etetirdi valenza
P =YRy,....RwiI1,-. 15).
(1.18)

II.2 Approssimazione di Born-Oppenheimer (o adiatagt

Questa approssimazione nasce dalla consideraziomdacmassa
degli elettroni e circa 1/1840 di quella dei pratenquindi € naturale
pensare che la dinamica di questi ultimi sia letgpetto alla dinamica
degli elettroni. In quest’ottica & possibile studid problema separando
le due dinamiche e cioe considerando che la direrdegli elettroni
avwvenga mantenendo gli ioni fissi. Si osserva peide tale

approssimazione puo non valere in alcune situazdresempio quando

-15 -
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si studia un sistema con elettroni a bassissimeg@neppure quando Si
studia un sistema ad alta temperatura o nel cas@adioni chimiche.

Matematicamente tale approssimazione consiste abbrizzare
'autofunzione in due termini, di cui il primo dipdente solo dalle
posizioni ioniche e il secondo dalle posizionetedgiche parametrizzate
sulle posizioni ioniche.

YRy, ....RwiI1, . .fs) = @Ry, ...,Ru) Wr..r(r1,...,]5).
(1.19)

Naturalmente cambiando le posizioni ioniche (aehgso nel caso
in cui si studi una dinamica dei gradi di libertanici) occorre
riparametrizzare la dipendenza del fattore d’orldtrenico sulle nuove
posizioni ioniche.

La funzione donda degli elettroni dipende quindlos
parametricamente dalle posizioni ioniche e pertal@odinamiche
risultano indipendenti.

Questo si osserva anche matematicamente in quaato |
distribuzione di probabilita della funzione d’ondl sistema risulta
fattorizzata nel prodotto delle distribuzioni dopabilita relative a ioni e
elettroni.

WFF = ol WP
(11.20)

Probabilisticamente cio corrisponde ad assumeardipendenza dei
due eventi.

Dal punto di vista pratico I'approssimazione adtatzaequivale a
suddividere l'asse temporale in intervalli suffitiemente piccoli in

ciascuno dei quali la dinamica degli ioni e, pesicdire, congelata.

-16 -
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Focalizzando lo studio su tali intervalli sara aggaabile pertanto solo la
dinamica degli elettroni.
Con tale approssimazione l'equazione di Schrodirggsume la
seguente forma
(Hei+ Hion + H etion) ®R) W(r) = & GR)W(r).

(1.21)
in cui le varie parti dell’operatore verranno apate separatamentepa
a¥ ottenendo

OH ¥ + WH ion@+ H epionf( @) =€ @ W

(11.22)

in quanto H ¢ non agisce sye H j,, non agisce s&. Se si esprime il

termine dell’HamiltoniandH ¢, cOMe

HAeI—ion :ZZVI(Bi _Lj) :Z|:ZVI(Bi _Lj):| :ZVL(Lj)

(11.23)

avendo cioe sommato il potenziale dovuto a tuttiogli per ogni singolo

elettrone, I'Hamiltoniano di interaziond dipendera esplicitamente

el-ion
solo dagli elettroni e si applichera sol&all termine \{ (r;) rappresenta
il potenziale che compete all’elettrone j-esimovirtu sua interazione
con tutti gli ioni del sistema. L’espressione alaliventa

(pHA gV +¥ ¥ ion@ * (P|:| elion? =€ QW

(11.24)
e dividendo peW @ si ottiene
Hion(o_'_ HquJ + Hel—ionl'IJ =c.
@ W W
(11.25)

-17 -
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In questa espressione il primo termine a primo nrendipende solo da
R (tramite @) e il secondo e terzo termine dipendono solo (taamite
Y). La somma di questi termini deve essere ugualausdvalore
dell’'energia. Poiché questi termini dipendono sefzanente da R T,
affinché la loro somma sia costante devono esseostamti
indipendentemente. E’ lecito quindi estrarre ilg®n e terzo termine a
primo membro e porre
HeW + Hepiond? =EW
(11.26)
cioe
(He* HeliondW =E W
(11.27)
dove E rappresenta l'autovalore di una nuova Hamdina contenente
soltanto i gradi di liberta elettronici. E’ utilecordare che I'autovalorg
dipende solo parametricamente dalla particolarefigmmazione degli
ioni, ritenuta stabile durante I'evoluzione dedétaoni.
Per comodita si ridefinisce I'Hamiltoniano come soan di un

termine cinetico e un termine di potenziale

~ S hZ
=30 0 )

i=1
(11.28)
con

1
‘L _Li‘

Va(Lyfe) =Va(D) = 53>

2
i=1 j=1 47'EO
j#i

SWADE

(11.29)

-18 -
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In definitiva con tale approssimazione si € ridattproblema di
(M+S) corpi a un problema di S corpi, ossia solglidelettroni di

valenza.

11.3 Approssimazione di singolo elettrone

Nonostante la semplificazione notevole apportatdle dalue
precedenti approssimazioni, il problema risulta aaac irrisolvibile
soprattutto a causa delle difficolta matematichgate al termine di
interazione coulombiano (11.25). Si adottera pedaruna nuova
approssimazione, detta di singolo elettrone, ilahiettivo e trasformare
'equazione a S corpi in una equazione a singotpaa cui il termine
di interazione coulombiano a due corpi sia rapprede mediante un
potenziale medio agente sul singolo elettroneltte parole si pensa che
gli elettroni si muovano indipendentemente gli dagli altri risentendo
dell'azione reciproca soltanto tramite un poteriakedio.

Matematicamente questo si traduce nella fattorionaz
dell'autofunzione elettronica in termini di singadtettrone

W(ry,....rs) = Wi(ry) Wa(r2)... We(rs).
(11.30)

Applicando tale autofunzione nellequazione aglitozalori si
giunge ad ottenere I'equazione agli autovalorimgslo elettrone

HWY, =EW,
(1.31)

dove

(11.32)

-19 -
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Questo risultato si ottiene mediante il principicar\zionale,
minimizzando cioe il valore di aspettazione dekagia con

I'autofunzione fattorizzata (l1.26).

min <H > = min jLIJ* HWYdv - Wfondamentale.
\Y

Operando in questo modo si ricava appunto la (Jli@&ui V(r) &

dato dalla seguente

o 2 G g )
V(L)=VL(£)+47EOJ' o

(11.33)

Nella (11.29) i potenziali ionico ed elettronicosultano ancora
distinti e, in particolare, il potenziale elettroaie interpretabile come il
potenziale generato da tutti gli elettroni eccéitesimo, nel punto in
cui si trova l'elettrone i-esimo. Il potenziale Hiartree non contiene
alcuna informazione sul modo in cui I'elettronesjmo, distribuito nello
spazio con la sua funzione d’onda, agisce sultieleé i-esimo ma
rappresenta I'effetto medio che la funzione d’odéd’elettrone j-esimo
esercita su quello i-esimo. Tale calcolo, pur estremente semplificato
rispetto al problema a S corpi, e sufficientemesaenplesso e ancora
necessita dell’uso di procedimenti iterativi nuraeautoconsistenti.

In realta le soluzioni dell'equazione (11.28) e.2®) producono una
autofunzione non antisimmetrica. Si vedra invece dhprincipio di
Pauli impone che la funzione d’'onda di un elettresr@antisimmetrica;
pertanto la soluzione trovata non e propriamenppresentativa di un
elettrone. Si ovvia a questo applicando una vagiadi questa
approssimazione, detta di Hartree-Fock, che combmgarmente in

maniera opportuna le autofunzioni di singolo eteter in modo da

-20 -
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ottenere una autofunzione antisimmetrica. Quesiagoiura pero, che si
effettua ancora tramite il principio variazional®aplica I'aggiunta di un

potenziale detto di scambio, che nasce proprio’edajlenza di

antisimmetricita dell'autofunzione derivante diagttente dal principio
di esclusione di Pauli.

In definitiva mediante tre approssimazioni si éondotta una
equazione a M+N corpi a un problema di singolo coip cui il
potenziale agente sull’elettrone sia la sovrappaséz di un potenziale
ionico e di un potenziale elettronico medio dovatotutti gli altri
elettroni presenti nel sistema. Passeremo nel twe@d illustrare i
modelli storicamente adottati nella fisica delloatst solido e ad

interpretarli alla luce di queste approssimazioni.

-21 -
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Capitolo Il

Modello di Drude

Il modello di Drude e storicamente il primo modedhaluppato allo
scopo di spiegare le proprieta dei solidi. L'apgioadottato, puramente
classico, € basato sull'idea che gli elettroni mmetallo costituiscono
un gas perfetto. Valgono pertanto le seguenti giote

1. gli elettroni non interagiscono tra loro se non raate urti elastici;
2. le interazioni elettrone-ione vengono trascurate;
3. la distribuzione di energia degli elettroni € latdbuzione classica

di Boltzmann.

-22 -
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La dinamica del sistema dipende sostanzialmenteura tra
elettroni intesi come patrticelle; seeé il tempo medio intercorso tra due
urti successivi, I/ rappresentera il numero medio di urti nell’unita d
tempo. Pertanto la probabilita che un elettroné wmt qualsiasi altro

elettrone nell'intervallo di tempo dt e data da
dP(t,t+dt)=2 dt.
T

(1.1)

Nelllambito del modello ipotizzato, affinché il gasmanga in
equilibrio termodinamico € necessario che gli edeitemergenti da un
urto seguano le statistiche classiche di MaxwelBeltzmann valutate
alla temperatura della zona in cui e avvenuto dufi ipotizza quindi
che la velocita degli elettroni emergenti da urowégua la statistica
classica e abbia direzione e verso casuali.

Ricordiamo che la distribuzione di Maxwell &€ data d

3 mv
f(W)dv = ﬁ(ijze‘m(jv

v 27KT
(I11.2)

con f(Wdv numero di particelle con velocita compresa ndkliaallo
(v,v+dv), e N/V numero di particelle per unita di volumea
distribuzione del modulo delle velocita si ottigngegrando sull’angolo

solido
N m 2 5 _ﬂ
f(v)dv=4mr—| —— | v'e XTdv
V \ 27KT

(111.3)
dove adesso f(v)dv € il numero di particelle comoeiga in modulo

compresa nell'intervallo (v,v+dv). Nel caso in quese di elettroni non

-23-



LS in Scienze per L'Ingegneria corso di Fisica Moderna Il

interagenti a distanza, I'energia meccanica sitémi quella cinetica e la
distribuzione di Boltzmann si riduce facilmenteguella di Maxwell. E’
utile ricordare inoltre che questa distribuzionesgnta un massimo che,
allaumentare della temperatura, si sposta verdorivdi velocita di

picco maggiori.
T:<T,

i)

v

fig.lll.1 distribuzione di Maxwell per differentalori di temperatura

Volendo ragionare in termini di distribuzione dieegia, un sistema

classico come quello considerato segue una digidba tale per cui
f (E)dE = Ae /X7
(1.4)

rappresenta la probabilita che una particella apeatura T abbia
energia meccanica compresa tra E e E+dE con Ardestiefinita da
condizioni di normalizzazione.

I modello di Drude cosi implementato presenta patouni
problemi: infatti la teoria cinetica dei gas e ilringipio di
equiripartizione dell’energia stabiliscono che oglattrone contribuisce

mediante un termine di energia media pari a
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im<v2 >=§kT.
2 2

(I11.5)

L’energia interna totale del gas di elettroni e ngliifacilmente
ottenibile dalla precedente moltiplicandola penuimero N di elettroni
presenti nel sistema. Derivando tale energia rispata temperatura si
ottiene la capacita termica a volume costante

ou _3
=—=—KN
& oT 2

(111.6)
che e costante con la temperatura. Sperimentalnievieee si osserva
che il calore molare di un metallo tende a zerotperperature vicine
allo zero assoluto. Tale comportamento € comprédaesih guanto
I'energia termica degli elettroni dovrebbe annwglian prossimita dello
zero assoluto. Un’altra discrepanza tra la premisidi Drude e i risultati

sperimentali riguarda i valori det, ottenuti a temperatura ambiente :

tra questi e i valori misurati s riscontra infattna differenza di due
ordini di grandezza. | limiti del modello di Drudehiedono pertanto un

approccio quanto-meccanico.
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Capitolo IV

Modello di Sommerfeld

Questo modello mantiene le stesse ipotesi del rmdeDrude ma
le interpreta in chiave quantistica, associandelattrone una funzione
d'onda soluzione dellequazione di Schrodinger. aAllluce
dell’equazione agli autovalori di singolo elettrofi¢27) l'ipotesi di
elettroni non interagenti si traduce nell’assenglaermine di interazione
coulombiana di Hartree nel potenziale di interagiolmoltre, dovendo
trascurare l'interazione dell’elettrone con tutiiigni del sistema, come
prescritto dall'ipotesi di gas di elettroni libergnche il potenziale

V(r)nella (11.28) va trascurato. In definitiva I'ipoiedi gas di elettroni
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liberi consiste nel porre a zero qualunque potémzagente sul singolo
elettrone.
L’equazione agli autovalori (11.26) si riduce quirad
—%Dzwi =E W,
(IV.1)
in cui cioé compare una Hamiltoniana con il solomiee cinetico.

Limitando la funzione d’'onda a una sola dimensisingtiene

n? d?
-———Y(x) =EVY
2m dx? ) X
(IV.2)
ossia
d? 2mE
WKP(X) =0 W(x)=a*W(x)
(IvV.3)
con
a:ti— 2mE
h
(IV.4)
la soluzione sara del tipo
l4J(x)=Ccos( Z;nExHDj
(IV.5)

dove C e®d sono delle costanti determinate in base alle camdizl
contorno. Ovviamente la riduzione del problema a whmensione
comporta che [l'elettrone sia confinato lungo undtareLa natura
quantistica dell'approccio richiede che si tengatcodel principio di

esclusione di Pauli che, per particelle con funziom’onda
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antisimmetrica come gli elettroni, implica l'utit@ di una statistica
guantistica descritta dalla funzione di Fermi.

Sulla (IV.5) imponiamo le condizioni al contorno nsistenti
nell'immaginare I'elettrone rinchiuso in una scatdi lunghezza L; sulle
pareti della scatola si impone che la probabilitiralare I'elettrone sia

nulla e che, quindi sia nulla la funzione d’onda

Px=0)=0>d=n/2 2> Y(x) :CserE Z;nEXj
Wx=L) = 0> —“thEL:inn

(IV.6)
La soluzione e pertanto sinusoidale del tipo Gsen(n cui €

possibile definire una pulsazionee una lunghezza d’ondatali che

0022 _ A 2mE
A 7]
(IV.7)
da cui si ottiene
1= 27h
2mE
(IV.8)

Dalla seconda condizione inoltre si evince che digim non puo
assumere qualunque valore ma valori discreti @ratrati da valori
interi n=1,2,3,...

(IV.9)
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Tale quantizzazione dell’'energia si ripercuote @&ncbkulla
distribuzione di probabilita attraverso la sua luezza d’'onda che dovra
soddisfare la (IV.8) con EsHla cui risulta

e
n

(IvV.10)
con n=1, 2, 3,... Lo stato fondamentale, cioé quallninima energia, si

ottiene con n=1 ed e caratterizzato dall’energia
2 2
Elzh_[]_Tj
2m\ /¢
(IvV.11)

con la lunghezza d’onda pari a 2L; cio significa da distribuzione di
probabilita € caratterizzata da un semiperiodo &vem massimo al
centro della scatola e due nodi sulle pareti.

Per numeri quantici superiori n=2,3,4,... si ottermodiverse
distribuzioni di probabilita, cioé diversi autostedratterizzati da energie
crescenti.

In definitiva per ogni n, intero naturale, esistewutofunzione e
un autovalore che corrisponde all’energia dellietete che occupa
quello stato. Gli autostati di energia sono carattati da un numero di

semiperiodi pari al numero quantico n.
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2 2
2m\ ¢

/ N\ /N

\

0!/ \ L 0 L
/ \ /
\ / .

2 / 2
E, = (T . / E :gl E
N 2mi /¢

fig.IV.1 grafico delle distribuzioni d’onda relaBvai numeri quantici n=1,2,3
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Capitolo V

Distribuzione di Fermi

La statistica di particelle con spin seminteri éalata dalla

seguente funzione di Fermi

f(E) =

e KT 41
(V.1)
che ha per parametri la temperatura assoluta Hradi Kelvin, e |l
potenziale chimico elettronicp che e definito come la variazione di
energia che compete al sistema qualora sia aggumtelettrone. Il
significato della funzione di Fermi e probabilistcil valore assunto

dalla funzione per l'energia E, infatti, rappresena probabilita di
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occupazione di un autostato avente energia E. prtgdosito si noti che
codominio della funzione é l'intervallo (0,1) e cleefunzione di Fermi
assume valore 0,5 quando E=p. Il potenziale chineledtronico puo
quindi essere considerato come il valore di traose tra stati con
elevata probabilitd di occupazione (al limite prob& unitaria) e stati
con scarsa probabilita di occupazione (al limiteoxeAl variare della
temperatura la funzione cambia forma sostanzialenenbdificando
I'estensione della regione di transizione. Per temaure tendenti a OK la
funzione tende alla funzione gradino separando icoshodo netto gli
stati sicuramente occupati dagli stati sicuramentgi. Al crescere della
temperatura la regione di transizione si estendi@ @mplica I'esistenza

di stati con probabilita di occupazione compreaaéro e uno.

f(E) [

05

o

fig.V.1 diagramma della distribuzione di Fermi gemperature superiori a OK

f(E)

osf

u

fig.V.2 diagramma della distribuzione di Fermi gjemperature tendenti a OK
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Iniziamo ad analizzare la statistica di un gaslelit®ni a OK. In tal

caso la distribuzione di probabilita assume a segu®rma analitica

1 seE<u
hm ()=
0 seE>u
(V.2)
oppure piu formalmente
lim f (E) =1- ©(E - 11~
(V.3)

dove la scrittura T=0 posta a pedicepdindica che quest'ultimo € in
realtd dipendente leggermente dalla temperatura. fdrana della
funzione di Fermi a OK permette di definire univowte I'occupazione
degli autostati dell’energia. Infatti, partendo deelli a energia piu
bassa, si procedera sistemando due elettroni conogposti su ogni
stato avente energi&<p fino ad esaurimento del numero totale di
elettroni. Il primo stato disponibile ad enerdtap rimarra vuoto cosi
come tutti i successivi

1

f(E)

Ny ny) N3l Nyl Ns

0.5

u E

= E, Es E4 Es
fig.V.3 Schema di riempimento degli stati nel cds6 K
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Alla luce di quanto visto € possibile dire che tatg dell’elettrone e
completamente definito da due numeri quantici, @ icidica I'energia e
o che rappresenta lo spint¥2). Il riempimento degli stati in questo
modo é ovviamente dettato dall’esigenza di minimiezl’energia del
sistema. Quest’'ultima si ottiene sommando per eggtirone I'energia
ad esso associata, ossia I'energia dello statsstacccupato.

Lo studio del modello di Sommerfeld a temperatunfian tramite
la statistica di Fermi, non consente pero il caladé¢l calore molare in
guanto gquesta grandezza € legata alla variazidiiengegia in funzione
della temperatura. Sara quindi necessario studiaresistema a
temperature diverse da OK e cio verra effettuatouim capitolo
successivo.

Lo studio effettuato a OK in una dimensione puo eBss

generalizzato risolvendo I'equazione di Schrédinged dimensioni.
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Capitolo VI

Modello di Sommerfeld in 3D

V1.1 Soluzione dell’equazione di Schrodinger
Come gia effettuato in una dimensione si risohegjliazione agli
autovalori di singolo elettrone dove per semplisitamette I'indice i

hz
-—D°W=E W ;
2m

(VI.1)
la funzioneW € una funzione di punto nello spazio a tre dinwmisi

Supponendo di essere in un sistema di riferimeat@siano
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W=wW(xy,z)=¥(r).

(VL.2)
Esplicitando tale dipendenza si ottiene
2 2 2 2
L A A - B
2m\ ox* ody* 0z°
(VL.3)
oppure anche
0°W 9%y 9*W)  2mE
+ + =- W,
x> oay* 0z h®
(VI.4)

E’ possibile risolvere tale equazione per separezidi variabili,

mediante la fattorizzazione della funzione d’onda
W(xy.2) = X()Y(V)Z(2)

(V1.5)
che introdotta nell’equazione (VI.4) restituisce
X(X)YZ+ XY (Y)Z + XYZ(2) = - 2;;'5 XYZ
(VI1.6)
Supponendad¥(x,y,z) #0 e dividendo tutto per XYZ si ha
X (X) . Y(y) N Z(2) __2mE
X Y Z h?
(VL.7)

Analogamente alla soluzione dellequazione di Helltih questa
equazione presenta a primo membro tre termini dipetn
rispettivamente solo da x, solo da y e solo daadndo la loro somma

essere costante, saranno tutti e tre indipendenterestanti
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d2X(x)

« =-k? > ™ +kZX(x)=0
X
Y d?Y
00 5 00 vy =
; ,
—Z;Z)z—kj > ddzgz)+k32(z):o
Z

(V1.8)

con k,ki e k2 costanti in generale complesse. In questo modo |l

\

problema tridimensionale si e ridotto a tre problamidimensionali
nelle tre direzioni cartesiane, che ammettono lguseti soluzioni
armoniche
X(x) = A;sink,x+®,)
Y(y) = A sink, y+® )
Z(z) = A,sink,z+®,)
(VL.9)

Le costantik,,k, e k, non sono arbitrarie in quanto dovranno

soddisfare la condizione di separabilita

2mE

ki +ki+k;=k*= 2

(VI.10)
che si ottiene sostituendo il sistema (V1.8) nejliazione (VI.7).

Le quantita A ,A,A,,®,,® e ®, sono costanti determinate

dall'imposizione delle condizioni al contorno. Ittfaassumendo che
I'elettrone sia confinato in un parallelepipedo ldti L,L, e L, e

procedendo come nel caso unidimensionale si ottiene
¢, 0, ,=0

(VI.11)

-37-



LS in Scienze per L'Ingegneria corso di Fisica Moderna Il

(VI1.12)
con n,m,p interi. Unendo questi risultati la fumeod’onda stazionaria

tridimensionale sara quindi

LIJ(x, Y, z) = Asin(k,x)sin(k, y)sink,2)

(VI1.13)
avendo inglobato in A tutte le costanti.
La condizione di separabilita diventa
2 2 2
2] L m)L(P] |-2mE
L, L, L, n?
(VI.14)

Nel caso tridimensionale quindi lo stato dell'glette € completamente
definito da 4 numeri quantici (n, m, pa. Tuttavia e possibile avere
stati “degeneri” di energia, ossia stati caratiz da diversi numeri
guantici (e quindi da diverse funzioni d’onda) nanaiguali valori di
energia. Per esempio se,=L,=L, gli stati (n=1;m=0;p=0),
(n=0;m=1;p=0) e (h=0;m=0;p=1) sono degeneri.

L’energia di uno stato dipende quindi dai tre numgeantici che lo
caratterizzano (n,m,p) oltre che dalle dimensioml dolume di

confinamento.

(VI.15)
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V1.2 Condizioni al contorno periodiche

Affinché il modello di Sommerfeld tridimensionaleppresenti
realisticamente le proprieta di un gas di elettrami un materiale
cristallino & necessario considerare le dimengigali di un campione di
tale materiale. Tuttavia se si assume un volumecahfinamento
realistico (pari cioé al volume di un campione istado) si otterrebbero
autostati di energia non piu discreti ma distribmitun continuo: infatti
osservando che la differenza di energia tra dug steergeticamente

attigui é data da

AE, = hoe (anl)
2m LS

(VI.16)
guanto maggiori sono le dimensioni del volume difsc@mento, tanto
minore €AE. Al limite si ottieneAE =0 per dimensioni realistiche.

Si pensi infatti che anche per un campione cubicsotb 1mm di
lato si avrebbe sempred. L)%, L,>>>%. Per ridurre questo problema si
adottano condizioni al contorno periodiche che =080 nel pensare
che [l'elettrone non sia piu confinato in un volurde dimensioni
necessariamente ridotte, ma libero di occupare tilitvolume di un
campione realistico definito dalla ripetizione d uolume elementare
nelle tre direzioni. La distribuzione di probaliilie la funzione d’onda
dell'elettrone dovranno necessariamente rispecehi@nch’esse tale
periodicita.

In tal caso le condizioni al contorno sono menmgénti in quanto
si ammette che I'elettrone possa essere preserierdic questi ultimi

infatti non rappresentano piu pareti di una scaméasoltanto piani di
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separazione ideali tra repliche identiche dellanglementare che

ripetuta nelle tre direzioni definisce un campiainédimensioni infinite.

i i i i
2L L 0 L 2L

fig.VI.1 .Esempio di funzione d’onda che rispetta
condizioni al contorno periodiche

Operando anche stavolta mediante la separaziote \d@glabili si
prenderanno le soluzioni dei problemi unidimensiionan piu come
combinazione di funzioni periodiche sinusoidali otane combinazione
di funzioni esponenziali

X(9 = Ae™
Y(y) = Ae™”
Z(2) = A
(VI.17)
Le condizioni al contorno periodiche, dette ancheBdrn-Von
Karman, impongono le seguenti relazioni
X(x+L,)=X(x)
Y(y+L,))=Y(y)
Z(z+L,)=2(2).
(V1.18)

che esplicitamente forniscono, ad esempio, lunagse x
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ik, (x+L,) — ik (X
Ae =Ae

(VI.19)
cioé
e =1 > kL, =2mn
(VI1.20)
da cui si ottiene
K, = 2nn
LX
K, = 2nm
Ly
K, = 2n p
LZ
(VI1.21)
La condizione di separabilita rimane invariata eisp al caso non
periodico
2k, v = 20
(V1.22)
e cioe
n ’ m i p ’ 2mE
22| — | +| — | +| 2| |=
o (&) (2] ) |
(VI1.23)
L’energia quindi &€ data da
2 2 2 2 2
E:h_(Z]T)Z N My 4P :h_ 2
2m L, L, L, 2m
(VI.24)
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Facciamo notare ancora una volta che anche in@ueasb lo stato
di un elettrone é caratterizzato da quattro numeantici n, m, p eo.
Inoltre anche in questo caso la differenza di emetga due stati
successivi € inversamente proporzionale alle dimansdell’'unita
ripetitiva periodica che pero, a differenza di mirha dimensioni molto
ridotte rispetto a quelle di un campione realistico

La relazione di dispersione lega I'energia delltsal modulo del
vettore d’ondak definito come

k=k,i+k, j+k«.

VI.25
. E (VI.25)

k
fig.VI.2 Curva di dispersione E(k)

Questa relazione di dispersione (che é una paradetarmina le
energie degli stati in corrispondenza dei valotk dionsentiti. In termini

del vettore d’ond& la funzione d’onda puo essere espressa come
W(r)=Ae""
(VI1.26)

che é analoga all'espressione di un’onda piana dughinio della

frequenza. Occorre ricordare che l'unica grandezha ha senso
considerare & il suo modulo quadwy® che rappresenta la distribuzione
spaziale di probabilita per I'elettrone in quesﬁorPoiché|LlJ|2:A2, e

poiché integrando su tutto lo spazio si deve aleereertezza di trovare

I'elettrone, occorre imporre A=1. Cio, tuttavia, ntluce ad una
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incongruenza in quanto implica che I'elettrone S@ramente presente
in tutti i punti dello spazio, essenqw|2:1 indipendentemente da r

Questo € un evidente paradosso che aiuta a conggecoome la (VI1.27)
non possa essere considerata come una funzionelad'elettronica a
tutti gli effetti. La (VI.26) deve essere quindi nsdderata solo
un’autosoluzione dell’equazione di Schrodingerndieme di tutte le
autosoluzioni definisce un set completo che puoOeresscome
nell'algebra lineare, composto in combinazione diee atta a
rappresentare una qualunque funzione d’onda etetto
Per semplicita supponiamo che l'unita ripetitiva subica, ossia
L=Ly=L,=L
(VI1.27)

in tal caso il modulo del vettore d’onda vale paéimplicemente

kzzTn\/n2+m2+p2_

(VI1.28)
Poiché si dispone di un numero infinito di livedli energia ma di un
numero finito di elettroni a disposizione ci si pcidiedere quale sara |l
livello occupato a piu alta energia, ovvero quastino gli stati
completamente occupati. Questo numero sara indwitate legato al
potenziale chimico elettronicp. L'energia dell’'ultimo stato occupato,
detta energia di Fermi, corrisponde a un partieol@ttore d’'ondaktale

per cui

(V1.29)
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Per risolvere la questione si consideri il problemdue dimensioni
e si disegni una griglia in cui i valori di n e mnsentiti, riportati su due

assi cartesiani rappresentardj e k, individuano i punti corrispondenti

agli stati consentiti.

La minima distanza che separa due stati attigui/k; 2 ogni stato
viene allora associato un quadrato di lat/L2centrato sul punto
corrispondente allo stato. Il numero di stati sapdindi ottenuto
dividendo l'area totale a disposizione per l'aresaziata a ciascuno
stato.

In tre dimensioni la procedura concettualmente rm@mbia,

considerando il volume totale a disposizione ealume associato a

ciascuno stato, che in questo caso vale

3
aK :(2_”) |
L

(V1.30)
4
o lod L
e
2 i i i
2n I A
: ; s s
........ S U0 OSSR SN S,
1 st | z
i i i i .
0 1 2 n 3 4
-,
2n
L

fig.VI.3 Griglia degli stati consentiti in un cakidimensionale
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Questo e possibile in quanto a temperatura niillstafi occupati sono
tutti e soli gli stati con energia inferiore o ugpiaEg (energia<p).
Il volume totale a disposizione, che conterra tiitstati, sara dato

dalla sfera che ha per raggig kioe

4

VF :gﬂkg .
(VI.31)
Allora il numero di stati occupati sara
4 3
3T v N
ng = 5= ki =—
(277) 677 2
L
(VI.31)

dove N € il numero degli elettroni nel sistema.attifin ogni stato
caratterizzato dai tre numeri quantici n, m, p esiale alloggiare al piu
2 elettroni con spin opposti. Se il numero degdttebni e dispari, il
numero degli stati occupati totalmente o parziatmer dato da
(N+1)/2.

Nota la densita elettronica N/, si ottiene dalla

k¥ N _
=—=n
3n° V
(VI.32)
ossia
k. =3/3m°n
(VI1.33)

mentre I'energia di Fermi vale
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(V1.34)

VI.3 Quantizzazione della quantita di moto nel nilod#
Sommerfeld

Come detto in precedenza I'operatore quantita dorao

p=" 0
|
(V1.35)
Applicandolo all'autofunzione dell’'operatore Haroitiano (V1.26)
@w=?mw.
(VI1.36)
Si ottiene
fiyg.
pw == (ikW)=nkw
|
(VI.37)

che dimostra com® sia anche autofunzione della quantita di moto. Cio
implica che gli operatorp e H commutano, H, p]=0, ossia chep & una
costante del moto. Questo infatti si ottiene comsiddo il suo valore di

aspettazione
<p> :'[LIJ* pwdv
\Y

(V1.38)
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derivandolo rispetto al temp§t—< p> e tenendo conto dell’equazione di

Schrédinger dipendente dal tempo

Ey=" 9y
i ot
(V1.39)
si ottiene
9 <p>=[wr[A,p]wav
ot v
(V1.40)

che si annulla seH, p]=0.
E’ interessante poi osservare dalla (VI.37) dike e I'autovalore
dell'operatorep ; pertanto la quantizzazione del vettore d’okdemplica

quella della quantita di moto e quindi quella delelocita. Cido era
d'altronde prevedibile in considerazione del fattbe I'operatore

Hamiltoniano e costituito solo dal termine cinetida quantizzazione
dell'energia deve quindi corrispondere alla quasizione della velocita.
La circostanza secondo cui gli operatoie H, nel caso in
guestione, commutino ossia abbiano autostati inuc@rera facilmente
intuibile ragionando classicamente: poiché si abersino gli elettroni
liberi, cioé non soggetti ad alcuna forza, I'enargomplessiva dipende
solo dalla quantitd di moto; pertanto gli operatquantistici ottenuti
mediante il principio di corrispondenza non possahe essere nella

stessa relazione, il che implica che essi commutacessariamente.
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Capitolo VII

Densita di energia e di stati nel

modello di Sommerfeld

L’energia totale del sistema, a temperatura nudladata dalla
somma delle energie di tutti gli N elettroni dibtriti su N/2 stati con

energia inferiore o uguale &
£, =S 2E() =Y 2/ k2
s ~ k0 2m
(VIL1)

doveE(K) e I'energia dello stato caratterizzato dal vettdiondak .

Ricordando che la separazione minima tra gli stadi
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Ak, =0k, =AMk, =Ak, =277/L, € possibile prendere come unita di
lunghezza ripetitiva un multiplo di LL,, =nL, che & ancora una unita di

lunghezza ripetitiva. Al limite per molto grande la separazione tra i k
diventa piccolissimaAk 20, e la sommatoria nella (VII.1) diventa una

somma integrale di una funzione di k. Stgk) una generica funzione
dipendente dal vettore d’ondk della quale occorre calcolare una

somma su tutti gli stati occupati. La si moltipliehla si divida peqLA_k| e

(2] =2

ricordando

(VI1.2)

si ottiene

tot z F (k) |Ak| (277_)3 z F (k)|Ak|

(VI1.3)

effettuando quindi il limite pefpk| >0, |Ak| diventa un differenziale e la

sommatoria diventa un integrale. Dalla precedenpessibile calcolare
la stessa grandezza per unita di volume, in quesido € possibile
eliminare il volume dal numeratore che pkr- « e un infinito di

ordinea , cona =3.

mln

(VIL.4)
con dk = dk, dk, dk,. Adottando per il calcolo integrale questa strateg

osservando che in questo caso la funzione
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Fl=Fg=2"K
2m

(VILS)
si ottiene la densita di energia del gas di eleitfossia I'energia per

unita di volume) come

Tomlhes

(VI1.6)
Tale espressione, integrata in coordinate poldlintirno della
sfera di Fermi k<k.) fornisce la densita di energia per il gas di
elettroni

1
A

jjjh—szkzsinedkdwde:

v n? 1 k8| h?
singdé|d —k dk=———~| =—" K&
I q)j 2m 5|, T 1om2 ¢

%\ -
o'—.ll

(VIL7)
Usando la (VI.24) si osserva quindi come la derdiidnergia sia legata

alla densita di elettroni

£= e kS = (3n2n)

10mn? lomn

(VI1.8)
Dividendo poi la densita di energia per la denditalettroni si ottiene |l
contributo di energia medio fornito da ciascuntebee

E =£=Et0t= hz kIE 3772 =§h_2k2=§
52m - 5 ©°

""n N 1m~Z
(VIL9)
A OK quindi I'energia media dell’elettrone e 3/5lldmergia di Fermi.

Cio significa che gli elettroni si addensano sui sid energia piu alta;
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questo deriva dal fatto che, ricordando la (IVd@),stati a energia piu
bassa sono energicamente piu distanti tra loroedfiva di questo, si
andra ora a calcolare la densita di stati e laiteeds energia D(E) tale
che D(E)dE ¢ la frazione compresa tra E e E+dEetelgia totale per

unita di volume del gas di elettroni.

Preso un generic§<gp, gli stati contenuti all'interno della sfera di
raggio E quindi con energia minore dell’energia.-, sono dati dal

rapporto tra il volume di questa sfera e il volutbetlementare associato

a ciascuno stato. IJtilizzando la (VI.10) e la (VI.24) si ha

ﬂ7Tk3
_ 3 VvV 5V 3
N, (E) = = k® = 2mE)2
«(E) (ZHT 677 6n2h3( )
L

(VII.10)
Per avere il numero di stati compresi nell'intelwa(E,E+dE)

occorre differenziare la (VI1.10) ottenendo

dN, (E) :L[;—szﬁdE.

4T
(VI1.11)
La frazione di elettroni aventi energia compresat,E+dE) € data
da
3
dN(E) = 2dN, (E) :%(%jzx/ng
(VII.12)

Si definisce quindi N(E) il numero di elettroni @ stati, compreso |l

numero di spin) per unita di energia pari a
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(VII.13)
Dividendo la (VII.13) per il volume totale si ottie la densita di stati

(compreso lo spin) per unita di energia

(V11.14)
E’ facile verificare, anche graficamente, come tmesumenti
allaumentare di E, e cio corrisponde appunto addaensamento degli

stati ammissibili ad energie vicine & .

D(E)

.

0
Em Er

fig.VIl.1 Densita degli stati per unita di energrafunzione dell'energia

Con le linee verticali si sono rappresentati sindaoshente i livelli
di energia permessi. Superata I'energia di Fermcha se la densita
aumenta, i livelli non vengono piu presi in consakone in quanto

vuoti.
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Capitolo VI

Modello di Sommerfeld a

temperatura non nulla

Qualora si consideri il gas di elettroni a tempamtmaggiori i OK
occorre considerare esplicitamente una difficoljgiantiva legata alla
forma della distribuzione di Fermi che non é pitaufunzione
discontinua, ma e continua tra E=0 eo&z=Pertanto la probabilita di
occupazione degli stati non e piu semplicemente @aro ma assumera
valori continui nell'intervallo [0,1]. Tuttavia lguazione agli autovalori
di singolo elettrone

—%DZW =E WY

(VIII.1)
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non viene affatto alterata rispetto al caso gidtata per temperatura
nulla. Infatti I'operatore Hamiltoniano non dipend@&ettamente dalla
temperatura. In conseguenza di cio gli autostatiglie autovalori
dell’energia rimangono inalterati a patto che sinteagano le stesse
condizioni al contorno. E’ ancora valida quindisfgessione della densita
di stati precedentemente calcolata.

Come accennato, la differenza principale é legatasadistribuzione
di probabilita continua, il che comporta che es&tao degli stati con
energia superiore j|a con una probabilita di occupazione diversa da zero
(nella fig.VIIl.1 E”); similmente uno stato con ergia minore diu potra

avere una probabilita di occupazione inferiore(aella fig.VIII.1 E’).

f(E) ° ﬁ\

E1 I.l E”
fig.VIIl.1 Probabilita di occupazione di stati antperatura diversa da OK

Il numero complessivo di elettroni nel sistema to dka
N =2)" f(E(k))
k

(VII1.2)
dove il termine nella sommatoria & proprio la philié di occupazione
di ciascuno stato e il fattore 2 indica la posd#bitli avere 2 elettroni per
ogni stato in corrispondenza dei due valori di shienergia complessiva

del gas di elettroni, che verra indicata semplicemeon E;, € ottenuta
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moltiplicando I'energia di ogni stato per la sualmbilita di occupazione

e sommando tale quantita su tutti gli stati dispiini

Eo = 2D E(K) f (E(K)

(VII1.3)

Con considerazioni analoghe a quelle proposte paisiema a
temperatura nulla, si puo effettuare il passaggiodiscreto al continuo,
nel dominio di k prendendo [l'unita di lunghezza ripetitiva
sufficientemente grande. Generalizzando il calcslo definire una
funzione generica F[E(k)] che, nei casi esamingtiardanti il calcolo del
numero totale di elettroni N e dellenergia totale,, varra
rispettivamente

2f (E(k)) — seN
FLE(K)] =
2E(K) f (E(K)) — SeE,,

(VI11.4)
Quindi si procedera come nel caso a temperatuia, mbltiplicando e

dividendo perlAk| ed esplicitando il denominatore

Ak
1=y F[E(k)](ﬁ} = S S FIER]AK

(VIILS)
La densita della quantita generica | e data da

-1
REva Zk:F[E(k)]|A_k|

(VI11.6)

ed effettuando il passaggio al limite p&k| >0 si ottiene
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I 1
=—=——| F[E(K)]dK.
v j [E(K)]1dk
(VI.7)
Per il calcolo della densita di elettroni si aveangli
== j (E(K))dk
0
(VI11.8)
mentre per il calcolo della densita di energiavsaa
B 1 E(k) f (E(k))dk.
= j (k) f (E(k))dk
(VIIL.9)

Tali integrali si risolvono esplicitando dk coordinate sferiche, in

guanto le funzioni integrande dipendono solo datiuho di k

= [ 5%, E D e singaadkdp=— [0 (R Kdk
an 7

(VI11.10)
Differenziando la relazione di dispersione (VI1.6)
2
dE = " ok
2m
(VIN.11)

e utilizzando la (VI.10) e possibile esprimere iffetenziale dk nel

differenziale dE
k=211 g - 21 [0t 2m dE
n? 2k 2mE w2 JE

Quindi la densita di energia vale

(VII1.12)
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jE@ 21 [om cE _; 1 (2m):
{nz v N '([Ef(E)an(hzj\/EdE

(VI1.13)
L’integrando pud essere formalizzato ricordandosgressione della
densita di energia (1X.14). In termini di D(E) leerkita degli stati

(compreso lo spiny si scrive come
u =J'E f (E) D(E)dE
0

(VI1.14)
ossia come la somma integrale dell’energia che etenpd uno stato
appartenente all'intervallo (E,E+dE) moltiplicatarpa sua probabilita di
occupazione e moltiplicata per la densita di stptiesente in
quellintervallo.

Tornando a scrivere I'espressione in modo genesicayra per una

grandezza generig¢a
=J'F[E]D(E)dE
0

(VIII.15)
Spesso e utile estendere il dominio dellintegitaée-~ e +o e a tale

scopo definiamo la quantita D*(E)

. _|D(E) -~ seE>0
P (E)_{ 0 - seE<0
(VIII.16).
in tal modo
i= TF[E] D* (E)dE
(VII.17)
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Al fine di evidenziare il ruolo della funzione diefmi nell’integrale,

introduciamo la funzione H(E) che vale(E) = D* (E) se si affronta il
calcolo della densita di elettroni oppuke(E) = ED* (E) se si tratta il

calcolo della densita di energia. Pertanto 'intdgr da risolvere viene

espresso sinteticamente come

i = Tf(E)H(E)dE
(V111.18)
Se H(E) e integrabile, si puo procedere per psetkK(E) € la primitiva di
H(E), ossia
d _ e
EK(E)-H(E) - K(E)—__[H(E)dE
(VII1.19)
si ha
i = jK(E) arE) e jK(E) df(E)dE
(VI1.20)

in quanto f(E)>0 per BE2 +« mentre K(E), per come é stato definito,

nullo per E=-.

VIII.1 Espansione di Sommerfeld

Poiché la funzione di Fermi varia solo nell'intorad 1, la sua

derivata e diversa da zero solo in questo intorno.

df (E)

La proprietd generica, dipendendo dai valori did—E (vedi

(VII.20)), dipendera solo dallintegrando nellowmo di p; di

conseguenza nella (VIII.19) si sostituira K(E) cibrsuo sviluppo di
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Taylor centrato sy. Tale procedimento prende il nome di espansione di

Sommerfeld.

df(E)|
dE |

E
fig.VIIl.2 Derivata della funzione di Ferm.

1d%K
E-u)+=
/J( A=

_ = (E-p)"d"K
‘KWE—( o : =

K(E) =K () + I

E-u)?+..=
= (E-u)

u

)7
(VII.21)
Quindi utilizzando la (VII1.20) e osservando che

TARE) o T oy g
j—dE dE—_J;df—f( )— f(~w)=0-1=-1

—0c0

(VII1.22)
l'integrale si risolve come

_F = (E-u)"d"K(E)| |df(E) . _
h= IK(/“’)’LZ;‘ nt dE" |, ) dE dE=

—00

Cdf (E © 177 Zd"K(E)| df(E
==K | d(E)dE_ZEI(E_”) dE(” )§ d(E)dE

00

(VII1.23)
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Osservando che la funziong% e pari nellintorno di p i

contributi diversi da zero sono solo quelli nei ljuale funzione é
moltiplicata per una funzione analogamente patiintdrno di p. Questa
osservazione si traduce nella eliminazione deiitg@roella sommatoria
che sono dispari nell'intorno di p cioé quelli ini tindice n é dispari. Si

ottiene quindi

+00

i df(E)
[(€-p)" =" dE

o © 1 d*K(E)
'_K(/”’)_nzz;'(zn)! dE> |

4 e
(VII1.24)
Reintroducendo la funzione H(E) nell’integrale uod¢jo della sua
primitiva si ottiene

i df(E)
[(€-p)" =" dE

: 1 d®PH(E)
=K -
| 7)) ;(Zn)! dE@™D ‘

s
(VII1.25)
Esplicitando la funzione di Fermi, si operi la segie la sostituzione di
variabile
(VII1.26)
la derivata della funzione di Fermi diventa
df(E)zdf(E)ﬂz_ e’
dEdy dE  Kkr(er+1f
(VII.27)
Con guesta sostituzione il termine n-esimo dellarsatoria si trasforma

in
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1 d@PYH(E)
(2n) dEC™ | -

1 d®PH(E)
(2n)  dEC™

o yan df(E) _
[(E-p) £ "

y

| T( KT)?"y?" ~KTdy=
e

KT(e’ +1)

+00

d (2n-1) H (E) y2n ey
dEC™ | 4 (e +1f
d®H(E)
d E(Zn—l)

1 2n
R

dy=
= (KT)*"

(VII1.28)

con

1 T y"e¥
a =- d
SO RN A e

(VI11.29)
L'ultimo integrale é risolvibile numericamente pegni valore di n
fornendo quei termini A opportunamente tabulati. In definitiva la

proprietai vale

: > A d@H(E
I = K(/J)+Z:,(KT)2 dET‘l()) a, =
n= u
H 00 . d(2n—l)H (E)
= jH(E)dE+Z;(KT)2 g | &
—o n=. u
(VI11.30)
Ad esempio per n=1,2 si ha
_T
% 6
a, :L;T“
36C
(VI1.31)
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Limitando il calcolo al secondo ordine in temperatyn=1) la

densita di elettroni e di energia valgono rispettiente

[« . . dD* (E)
n= J'D (E) f (E)dE = jD (E)dE+ (KT) & .,
(VII1.32)
u—J'ED*(E)f(E)dE J'ED*(E)dE+—(KT) SE[ED* (B)]
(VI11.33)

L'integrale a secondo membro viene calcolato syammolo come
funzione di u in serie di Taylor nell'intorno di e arrestandosi al primo

ordine
TD* (E)dE = JED* (E)dE+D* (E.)(u-E,)
(VII1.34)

D(E)

Er p

E
fig.VIII.3 Areola aggiuntiva al calcolo dell'integte nella (V111.34)

Cio equivale a calcolare l'integrale fino a B ad aggiungere
I'areola del rettangolino indicato in figura. Quingher la densita

elettronica si avra
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»dD* (E)
dE

n= fD*(E)dE+D*(EF)(/J—EFH%(KT)

E=u

(VI11.35)
Poiché, come si e visto in precedenza, D*(E) ndipéndente dalla

temperatura e il numero di elettroni € suppostdacs rispetto al caso a

temperatura nulla, deve risultare

N
D*(E)dE=—
j (E)dE ==
(VI11.36)
permettendo la semplificazione nella (VI11.35). Gtaeinfatti diventa
o/(E -+ (k2B
dE |¢.,
(VII1.37)
esplicitando il potenziale chimico elettronico giene
w .D*(E)
=E, - (KT
p=Ee = (KT o3
(V111.38).

da cui si evidenzia che p diminuisce quadraticameah la temperatura.
Si fa notare che e stata applicata una ulteriongromsimazione nel
calcolare il rapporto in Epiuttosto che in y. Un’espressione piu semplice
della (VI111.38), si ottiene calcolando la derivatiaD(E)

o (a1 BRE)_ 1
O S P T

(VIII.39)
quindi si ottiene
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_ o 7P (KT)?
HM =B~ e

(VII1.40)
Osservando cheg dell'ordine dell’elettronvolt e K & 8,61x2@V/K, il
termine correttivo dipendente dalla temperaturan éeilta di modesta
entita. Si osserva che mentre a temperatura naliz | temperatura non
nulla p<Eg, il che significa che occorre meno energia peraes un
elettrone o che lincremento di energia prodottdl'alggiunta di un
elettrone e piu piccolo difECio infatti € giustificabile considerando che
un elettrone aggiuntivo puo andare a collocarshargu stati di energia
pari o inferiori a E in quanto esistono stati non completamente pieni
anche ad energie inferiori ag.BPer quanto riguarda invece la densita di

energia, dalla (VI11.12) si ricava
Er
U= [ED*(E)JE+E.D* () ~E;)+

+ 7L (<TY (0¥ (B) +E, 5 (E,))=

=TED*(E)dE+E{D*(EF)(u—EF)+§(KT)2D*(EF)}+

+§(KT)2D*(EF)= fED*(E)dE+§(KT)2D*(EF>

(VI1.41)
dove il termine in parentesi quadre & nullo pefMdl.37). Anche in
questo nell’'ultimo termine della (VI11.41) si e dthia 'approssimazione
consistente nel calcolare @* (E) in E¢ piuttosto che in p. Osservando
che il primo termine a secondo membro della (VIl).& proprio la
I'energia del sistema a temperatura nulla seottila densita di energia

in funzione della temperatura
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u(™) =u(T,) +§(KT)2D* (Ee)

(VII.42)
E’ possibile con questo approccio derivare talesdandi energia
per ricavare la capacita termica a volume costarti®e il calore molare

a volume costante che e ad essa proporzionale

_du _m7
oy “arl, "3 KTD(E:)

(VI11.43)
Una conseguenza diretta del miglioramento del niodk parte di
Sommerfeld consiste nell’aderenza di questa egpressai risultati
sperimentali, anche se solo a basse temperatwe(¢r3-4K), dove
infatti la dipendenza del calore molare con la terajura € lineare.
Questo indica che a basse temperature il contriptiteipale al calore
molare (o al calore specifico) di un metallo € dovprincipalmente al
gas di elettroni (oggetto della teoria di Sommebfelluttavia per alte
temperature, lontane dallo zero assoluto, accahtteranine lineare
compare un addendo che varia col cubo della tetpara che diventa
dominante. Si potrebbe pensare erroneamente cheedaa di
Sommerfeld sia in grado di spiegare I'esistenztaléi termine mediante
I'aggiunta del termine successivo nell’espansion®ammerfeld che, per
'appunto, € cubico in temperatura. Tuttavia qudstonine non puo in
alcun modo spiegare il termine cubico sperimentalguanto € inferiore
ad esso per diversi ordini di grandezza. In alamle, il termine cubico
dell'espansione di Sommerfeld non e responsablléed®ine cubico che
compare nei risultati sperimentali e ci0 rappresamt grosso limite in
guesto modello.
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Inoltre un limite severo alla validita della teorth Sommerfeld
consiste nell’osservazione che le espressioni agtalucibilita e della
resistivita ricavate in quest'ambito (non trattéequeste pagine) non
dipendono affatto dalla temperatura come invececongato
sperimentalmente.

Inoltre in quest'ambito non e assolutamente contatap la
possibilita che un materiale possa avere delle tteaistiche di
anisotropia per la conduzione, ancora una voltointrasto con la realta
sperimentale.

Infine il limite piu grave della teoria di Sommedeé che questa
non consente alcuna distinzione tra conduttori,ic@mauttori e isolanti,
in quanto essa prende esclusivamente in considezun gas di
elettroni liberi che non interagiscono con il retacristallino.

Sostanzialmente i limiti del modello consistonol'ager trascurato
completamente l'interazione degli elettroni con @ni del reticolo
cristallino. Per tutti questi motivi si sposteraaolo studio verso la

struttura cristallina dei materiali.

- 66 -



LS in Scienze per L'Ingegneria corso di Fisica Moderna Il

Capitolo IX

Struttura cristallina del materiali

| materiali cristallini sono caratterizzati da umaita ripetitiva che,
replicandosi nelle tre direzioni spaziali, deteranima struttura periodica
avente proprieta dipendenti dallo specifico materism oggetto. La
disposizione ordinata di unita, o punti, nello spagiene descritta
mediante il concetto di reticolo di Bravais. Unigelo di Bravais € un
reticolo ordinato di punti che gode delle seguprtprieta:
e ogni punto del reticolo deve essere equivalentsiacdeve essere

caratterizzato dallo stesso intorno, cioe da ogmitg del reticolo
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di Bravais si osserva la medesima disposizionei dgfyl punti
appartenenti al reticolo;

e presi arbitrariamente quattro punti del reticolo,A®B,C) e i
vettori (3 b e g che uniscono O ad A, B e C, qualsiasi altro punto
del reticolo e individuato da un vettore combinagdineare con
coefficienti interi relativi di ab, .

Ad esempio, nel caso 2D un reticolo non classifleattome reticolo di

Bravais e il reticolo a “nido d’ape”.

fig. IX.1 reticolo e costituito dai nodi bianchi,

esso non e di Bravais perché il nodo nero non faepal reticolo

Il reticolo di Bravais in 3D e definito quindi daet vettori
fondamentali &,,a,,a;) tali che ogni nodo del reticolo si puo ottenere
con una combinazione lineare a coefficienti intedativi di questi tre
vettori. Il primo vettore fondamentalg parte da un nodo O e arriva a
uno dei nodi piu vicini (A); il secondo vettoregfandamentale parte da O
e termina in un nodo primo vicino (B) scelto eselndo il nodo A in
modo tale che.aon sia parallelo ad;aallo stesso modo si sceglie il
terzo vettore fondamentale che congiunge il nodm@il piu vicino tra
in nodi rimanenti e in modo tale da non essere ¢amape con i primi

due vettori. Cosi definiti tali vettori sarannodarmente indipendenti. A
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meno di non avere due primi vicini tali da genemue vettori collineari,

guesto & un modo univoco di definire i vettori fanmentali.

fig. IX.2 Un esempio di reticolo di Bravais 2D estioi vettori fondamentali,
con un nodo caratterizzato da una struttura connsetria ad asse ternario(ESCHER)

Il volume del parallelepipedo definito dai tre weitfondamentali,
intesi come spigoli, &€ detto “cella unitaria”, undamente definita al pari
dei tre vettori fondamentali.

Il concetto di “cella primitiva” generalizza quelth cella unitaria; la
cella primitiva si ottiene con lo stesso proceditoema sciogliendo |l
vincolo consistente nella scelta dei nodi piu vigar la definizione dei

vettori fondamentali. Tuttavia i vettori della @efprimitiva devono essere
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tali per cui il volume della cella primitiva sia pa quello della cella
unitaria. Sotto quest’ottica la cella unitaria eauparticolare cella
primitiva, cioé quella cella primitiva ottenuta giendo sempre i nodi
piu vicini. Il reticolo si puo ottenere ripetendodella primitiva, o la cella
unitaria, lungo le direzioni dei rispettivi vettdandamentali.

Un modo alternativo per descrivere la periodicitaud reticolo
consiste nel definire una particolare unita ripedit detta “cella di
Wigner-Seitz”. Questa si ottiene partendo da unonapialsiasi e
tracciando tutti i segmenti che lo collegano ai wittaltri nodi; per ogni
segmento si traccia un piano perpendicolare al sagstesso passante
per il suo punto medio. Tra questi piani ce ne rsavaalcuni che
delimiteranno il piu piccolo volume attorno al nodbale volume é
appunto la cella di Wigner-Seitz.

Da queste definizioni si deduce che un reticolo Biavais e
intrinsecamente infinito.

Tutti i possibili reticoli di Bravais si classifioa in base alle
proprieta di simmetria; si possono infatti defingtelle operazioni che
portano il reticolo a sovrapporsi a se stesso. d@dirazioni sono dette di
simmetria e si suddividono in tre gruppi
1. operazioni di simmetria che lasciano almeno un@itisso, ossia

e rotazioni attorno a un punto o un asse (lasciaatidgrati 0 un
punto o tutti i punti di un asse);

« riflessioni rispetto un piano (lasciano inalteratiti i punti del
piano di riflessione);

* inversioni, ossia ribaltamento rispetto un puntas¢lano
inalterato il centro di inversione).

2. traslazioni;
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3. composizioni tra le operazioni precedenti.

Tutte operazioni di simmetria cotituiscono un gropalgebrico,
detto gruppo spaziale. Infatti date due operazgemeriche A e B,
un’operazione C data dalla composizione ordinatd @i B, C=BA, e
ancora una operazione di simmetria. E’ importanteeovare che le
composizioni tra tali operazioni sono distributive non commutative.
Per esempio si consideri il punto (1,0) sul piandesiano; effettuare la
riflessione rispetto all’asse y e poi rispetto disettrice del | e Il
quadrante non é la stessa cosa che effettuare fainféessione rispetto
alla bisettrice e dopo rispetto all’asse y. Infati primo caso il punto di
arrivo e (0,-1), mentre nel secondo caso € (0,1).

Poiché le operazioni di simmetria sono elementiudi gruppo
algebrico, esiste |'operazione neutra, ossia |'ap@ne cioé che
composta con qualsiasi altra operazione di simeeiei lascia inalterato
il risultato e, per ogni operazione, ne esiste vkirsa, cioe
qguell’'operazione che composta con quella data tasulel reticolo
iniziale.

Le sole operazioni del primo insieme formano unogwtippo, detto
gruppo puntuale. Occorre notare che le operazioniraiazione
ammissibili rispetto ad un asse sono solo quellerdine n=1,2,3,4,6
cioe solo quelle che comportano rotazioni di angati a avn.

Con riferimento al sottogruppo puntuale esistondivérsi reticoli
caratterizzati da diverse operazioni di simmetria:

1. triclino, con solo assi di rotazione di ordine n=1;

2. monoclino, con un solo asse di rotazione di ordin2 (0 asse

binario);

3. rombico, con solo tre assi binari;
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4. romboedrico (o trigonale), con un solo asse dir@ai=3 (0 asse
ternario);

5. cubico, con 4 assi ternari;

6. tetragonale, con un solo asse di ordine n=4;

7. esagonale, con un solo asse di ordine n=6.

CUBIC

a=b=c
= == 20 2

TETRAGONAL

a=-bec P
ﬂ:ﬁ:r:“}'

ORTHORHOMEBIC

arbec
ﬁ:ﬁ.:&:';']"

HEXAGOMNAL
a=hec

ﬁ:ﬁ,:'a:l' F
y =141

MONCCLIMIC
arbec
o=y =
foe120°

4Ty of Uit Cell
= Primitive
I = Body-Centred
F = Face-Centred
= Side-Centred

+
7 Crvstal Classes
—= 14 Bravais Lakices

TRICLINIC

asbec
o o 00

fig.XI1.3 classificazione delle celle unitarie

Estendendo la classificazione anche alle traslazioottiene come
gia accennato il gruppo spaziale caratterizzat@2l&lassi di reticoli. |
reticoli di Bravais considerati fin'ora non corr@plono ai reticoli
cristallini esistenti in natura. Infatti mentre r@imo caso i nodi sono
costituiti semplicemente da punti geometrici ndicadi cristallini essi
rappresentano atomi, gruppi di atomi o molecole ssv® dotati al loro
volta di operazioni di simmetria. Considerando D ottiene una

classificazione che contempla 230 possibili reticedli.
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L'importanza delle operazioni di simmetria che t@@zzano un
reticolo reale sta nel fatto che esse determinaao ptoprieta
dell’Hamiltoniana: quest’ultima infatti € costitaida un termine cinetico
e da un termine di energia potenziale che rispadehdistribuzione degli
atomi nello spazio. Si dimostra , in particolarbeda parte cinetica
dell’Hamiltoniano € invariante rispetto a tutteolgerazioni di simmetria.

Pertanto, se la disposizione spaziale degli atoraratterizzata da
una qualche proprieta di simmetria anche 'Hamiloa avra di riflesso
delle proprietd di simmetria che influiscono suglitovalori e sugli
autostati. Ad esempio vediamo come un operatonainetria cambia
una generica funzione a due variabili. A questopscsupponiamo di
avere le funzioni

z,(x,y) = R, =cosf
(1X.1)
z,(x,y) =P, =sin8
(1X.2)
dove @ € I'angolo formato dal vettore che congiunge I'arggcon R di
coordinate (x,y) e il semiasse positivo delle x.sbdefinisce un nuovo
sistema di riferimento, operando una rotazioneQdi&torno all'asse in
senso antiorario, la funziong m valore assoluto rimane la stessa ma
avendo ruotato il sistema di riferimento, essa eppame in figura 1X.6;
la funzione appare quindi sotto una diversa forina coincide con la
funzione z cambiata di segno modificando sostanzialmentedaferma.

In pratica si € effettuata la seguente operazione
lf\eQOz(Pl) =-F,
(1X.3)
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Parimenti se I'Hamiltoniana € invariante per deieate operazioni di
simmetria, cio si riflettera sulle autofunzioni ckhevranno godere di
opportune proprieta. Occorrera quindi consideraraectali operazioni di
simmetria si rispecchiano nelle proprieta della zfane d’onda

elettronica e cio verra descritto nel capitolo ®8sivo.
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fig. IX.5 diagramma della funziong z
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08
06~
04
02

02~
Fal R
0B~ -
0.8

fig.IX.6diagramma della funzione miotata di 90°

IX.1 Reticolo reciproco

Il reticolo reciproco (da ora RR) e un reticolo@sato al reticolo

reale mediante la definizione di tre nuovi vetfondamentali

t_)]_ - 277. QZ XQG
a, [(a, xa,)
(1X.4)
bz - 277. §3 xé‘l
a, [{a, xa,)
(IX.5)
bg = 2 g‘l ng .
a, [{a, xa,)
(IX.6)
La quantita
Vp =a, [{a, xa,)
(IX.7)
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rappresenta il volume della cella unitaria delcat diretto, mentre la
quantita
Vi =D, [(b, xbs)

(1X.8)
rappresenta il volume della cella unitaria deloc@t reciproco. Seguendo
le definizioni dei vettori di base del RR si osserghe essi sono
ortogonali ai piani definiti dai vettori di baseldeticolo diretto. Inoltre

calcolando il volume della cella unitaria e tenecdato delle definizioni

si ottiene
3
V, = (271)
VD
(1X.9)
Dalle stesse definizioni inoltre risulta che
o .
l_)i@jzzrréij:{ﬂ > I J
0 - Se 1#]
(IX.10)

Poiché la definizione del reticolo diretto e unigpsara univoca
anche la definizione del reticolo reciproco. | wettb;,b, e Iy possono
rappresentare particolari set di piani del reticoiieetto: infatti i vettori
del RR risultano, come gia accennato, perpendicalam set di piani
reticolari del reticolo diretto, ossia a un fasdigiani paralleli tra di loro,
equidistanti e contenenti i punti del reticolo tioe In conseguenza di cio
prendendo un set qualsiasi di piani reticolari asgibile definire un
vettore _g perpendicolare a tale set, esprimibile come coa#iome
lineare di_b, b, e Iy, quindi appartenente al reticolo reciproco, eduil ¢

modulo vale ZVd, essendal la distanza interplanare tra i piani del set
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27T

9 = rnll_)l + mzpz + n‘Epa :(quo

(1X.11)
con m,m,,ms interi relativi detti “indici di Miller”.

Si puo dimostrare anche il viceversa, cioe che det qualsiasi
vettore del reticolo reciproco § puo sicuramente individuare un set di
piani paralleli del reticolo diretto la cui distaninterplanare e pari a
d=217|g|.

-77 -



LS in Scienze per L'Ingegneria corso di Fisica Moderna Il

Capitolo X

Onde di Bloch

| reticoli cristallini sono caratterizzati da simima traslazionale.
Come gia detto tale circostanza si riflette sulleppieta di simmetria
dell'operatore Hamiltoniano e quindi determinadania degli autovalori
e delle autofunzioni. Per poter definire le progrielelle autofunzioni
del’Hamiltoniana derivanti da tale tipo di simmatrée necessario
considerare I'equazione di Schrodinger di singolette®ne in cui

compare anche il termine di energia potenziale
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W o _
{—%D +VL(L)}W(£)—E w(r).

(X.1)
mentre linterazione elettrone-elettrone viene duagta omettendo il
termine di Hartree. Sia Bn vettore del reticolo diretto definito come
R=na;+ mgp+ ngag
(X.2)
la simmetria traslazionale del reticolo impone shabbia
V (r+R) =V, (r)

(X.3)
R

»
>

V()
fig.X.1 esempio di potenziale reticolare periodico

ossia che il potenziale ionico sia una funzioneqgokra con il periodo

coincidente con quello del reticolo cristallino. d&finisca I'operatore di

traslazioneTAB come gquell’'operatore che agendo sulla funzionediola

trasli di una quantita R

~

TW(r)=w(r +R).

(X.4)

Applicandolo a sinistra nell’equazione di Schroding
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(X.5)
e ricordando che il termine cinetico di & invariante rispetto la
traslazione mentre il termine potenziale & periodicprimo membro si

trasforma in

(X.6)
Confrontando il primo e l'unltimo membro dell’equeze (X.6) si vede

quindi cheH e fB commutano e pertanto hanno un set completo di

autovettori in comune. Di conseguenza cercandetitisautofunzioni di

T, si otterra anche quello ¢ .
Presa quindi 'autofunzion®(r) si pud porre contemporaneamente
HW(r)=Ew(r)
(X.7)
TW(r)=C(RW(r)

(X.8)
dove C(R é l'autovalore dell'operatore di traslazione, @mmente
dipendente dal vettore &el reticolo diretto. Per capire come é fatto tale
autovalore, si prenda un altro vettore del retiabtetto Re si applichino

In successione le due traslazioni
T, W(r) = T.C(RY W(r) = C(RY T, W(r) = C(R) C(R W(r)

(X.9)
ma poiche
T W) =Toue W(r) =C(R+R)W(r)

(X.10)
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risulta

C(R+R))=C(RIC(R)) .
(X.11)

Applicando il risultato appena trovato alla (X.2p#iene
C(R)=C(n,a,)C(n,a,)C(n;a;) =
=C(a, +a, +a, +..n, volte)
C(a, +a, +a, +..n, volte)
C(a; +ta; +a, +..n; volte) =
=C"(a,)C™(a,)C" (a,)
(X.12)
Dato l'autovalore C(a;)é sempre possibile trovare un numerg x
eventualmente complesso, tale per cui
C(a) =€
(X.13)
quindi sostituendo nella (X.12)

C(R) = eZni 4y @277ixen2 4 e27Ti XaNs _ e27Ti (KM+XoN o +%N3) i (KB)

(X.14)
avendo definito il vettore
K=X101+X0,+ X305
(X.15)
non appartenente al reticolo reciproco essengx,X non interi. In
definitiva la (X.8) si scrive come
ToW(r) = e™®w(r)
(X.16)

che unita alla (X.4) permette di stabilire che
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(X.17)
ossia che traslando I'autofunzione dell’operatétedi un vettore del
reticolo diretto si ottiene ancora la stessa auzifine dell’Hamiltoniana
modificata mediante un fattore di fase. Questoltasw va sotto il nome
di Teorema di Bloch. Una forma alternativa per emane il teorema di

Bloch parte dalla definizione della funzione

ur) = w(r)e™

(X.18)
Applicando ad essa l'operatore di traslazione tge o
Tu(r)=u(r +R) = W(r + R)e ™ @R =
R _ qJ([)eiKEB e—ilsEB e—i@ — ‘P([)e“@ — U([)
(X.19)

ossia la funzioneu(r)risulta periodica con lo stesso periodo del reticol
cristallino. Usando tale funzione quindi & possil@sprimere il teorema

di Bloch dicendo che l'autofunzione dell’operatafe in un potenziale

cristallino periodico €

(X.20)
costituito quindi da una funzione periodica conskesso periodo del
reticolo cristallino e dal fattore*® che si dimostrera essere un puro
termine di fase.

L’autofunzione W(r) espressa in questo modo & detta onda di Bloch.
A differenza della teoria di Sommerfeld nel cui amisi e dimostrato

che le autofunzioni dell’'operatoré sono onde piane (costituite dal solo

termine esponenziale), nella teoria di Bloch leoaaluzioni possono
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essere intese come onde piane modulate da unahenperiodica che
rispecchia le proprieta di simmetria traslaziordséreticolo.

Occorre fare una precisazione riguardo a quanterap@ffermato
in considerazione del fatto che qualora il vettdcefosse, come
generalmente riconosciuto in precedenza, un vettomglesso il termine
esponenziale non rappresenterebbe affatto un dattiofase. Tuttavia e
facile convincersi che in realta il vettoredkve essere reale. Infatti se k

fosse un vettore complesso

k=kg ik,
(X.21)
la funzione d’onda traslata (X.17) avrebbe avutesgbnente la quantita
(kg [R-k; [R)
(X.22)

con la conseguenza che, per la presenza dell’esfoneale e poiche é

sempre possibile scegliere R in modo tale ¢gheR<0, la funzione

divergerebbe agli estremi del dominio,—~ +, rendendola quindi non

pil normalizzata e inadatta a rappresentare unsitdeti probabilita.
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Capitolo XI

Conseguenze del teorema di Bloch

L'operatore quantita di moto applicato alla autaione di Bloch

fornisce

pw(r)=--Ofu(r)e™®] =

—_ St

= Liku(r)e™ +e™0u(r)] =

= nkW(r)+ 3 e"“0u(r)
(X1.1)
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da cui risulta evidente che, a differenza di quargoontrato nella teoria
di Sommerfeld,w([) non & autofunzione dpil che implica cheH e p

non commutano. Tuttavia I'operatore quantita di enatra comunque
propri autovalori e autofunzioni, queste ultime@aeon coincidenti con
qguelle del’Hamiltoniano. Ricordando che il comniota tra un
operatore e I'Hamiltoniano € pari alla variazioeenporale del valore di

aspettazione di quell’operatore, ossia che
. p>=[W*[H, plwdV # 0
dt

(X1.2)

si osserva che nhon sara piu una costante del moto. Questo € ultatis

prevedibile in quanto I'operatorié non & piti composto dal solo termine
cinetico. Da un punto di vista fisico, ovviament& corrisponde alla
situazione per cui gli autostati dell’energia normsgono essere

caratterizzati da un termine cinetico costante ifosgiantita di moto

costante); al contrario @ la somma dei due terrdiniH, cinetico e
potenziale, che definisce un autovalore, cioé ulorgadi energia
costante.

La quantitazk prende il nome dmomento cristallince, pur non
essendo una quantita di moto, ne condivide con tgltera la
dimensione fisica. L'importanza di tale grandezzarel fatto che essa si
conserva durante l'urto di due elettroni, in maai@naloga a quanto
classicamente accade per la quantita di moto m&l'tra due punti
materiali.

La soluzione dellequazione di Schrddinger richidaealefinizione
delle condizioni la contorno. Utilizzando le condiz di Born-Von

Karman (VI1.2) si impone che l'autofunzione di Blosia periodica con
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periodo pari alle dimensioni di una scatola tridirsienale contenente in
ogni direzione un numero intero di punti del refiocoristallino. Si abbia
quindi una scatola contenente diverse celle uritadel reticolo
cristallino; in particolare siano,s, e s rispettivamente il numero delle

celle alloggiate lungo gli assa,,a,,a,. In base alle condizioni al

contorno periodiche dovra risultare

(X1.3)
dove W(r)é lautofunzione di Bloch, ricordando la (X.15) kX.(L0) si

ottiene

islpl@

W(r +s,8,)=e"® = W(r) = e ™ w(r) = e W(r)

(X1.4)
che, imponendo la condizione di periodicita
W(r+s,a,)=w(r)
(X.5)
stabilisce
g™ =1
(X.6)
ossia che I'esponente sia un multiplo interomi 2
2718, %, = 2715,
(X.7)

con S =0+1+2...Ne risulta quindi che xdeve necessariamente essere

un numero reale
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(X.8)
e quindi anche

- X, 00

- X uo.

(X.9)
Come gia accennato, cio non fa altro che confermgaento intuito al
termine del capitolo precedente
Dalle (XI1.8), (X1.9) e (X.15) si ha

k= Jp+ Zp+ S,
S S, S;

(X1.11)
con §, e g interi positivi e $S,, e S interi relativi. L’applicazione
delle condizioni al contorno quindi determina unaawmtizzazione del
vettore d’'onda kin quanto esso puo assumere valori che defingscon
insieme numerabile.

Ogni k consentito (stato del sistema) € caratterizzatondaterna di
interi relativi che, divisi per il numero di cellalloggiate lungo le
direzioni della base del reticolo diretto, cosstiano i coefficienti real
della combinazione lineare dei vettori base deko&i reciproco che
definisce il vettore d’onda.kAd ogni kconsentito € possibile associare

un volume nello spazio reciproco pari a

i =&[ﬁ92 b‘J -1 ppp =100 (o)

s (s s) sS85 sV, V
(X.12)
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doves e il numero di celle unitarie totali nella scateld € il suo volume.
Una rappresentazione grafica qualitativa, bidimamalie, puo essere la

seguente

_________________________________________________________________________

fig.XI.1 rappresentazione grafica qualitativa detlsscretizzazione degli stati consentiti

e del volume associato al singolo stato

Si osservi la somiglianza con l'espressione otemll’ambito della
teoria di Sommerfeld (VI1.14); quindi, analogameatguanto osservato

in precedenza, prendendo un box di dimensioni neaiggiomprendente
cioé un numero maggiore di celle unitarie {\%) si ottiene|Ak| - 0,

che comporta una distribuzione di stati consegtiéisi continua.
Inserendo la funzione di Bloch nell’equazione dni®clinger (XI.1)
si ha
.

-0 u)e )+ v (ule™ = Eulr)e™

(X1.13)

dove il termine cinetico diventa
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—h—ZD [ll](u([)eikm)=‘;l_:nm [ﬂi ku(r)e™® +Du([)ei|5@)=

2
_g_mD 0 -k2u(r)e™ +i kOu(r)e™® +
+i kOu(r)e™ +0%u(r)e™ )=
=1 gun(_ke 4 ik 4 )=

2m B

:_;l_; nkm{ (k2+2k—— HUQ
=h_2e‘km(lg+iETU(£)

2m
(X1.14)
Nell’equazione di Schrodinger compare quindi, fomente, un
nuovo operatore che agisce solo sulla funzigne Infatti sostituendo la
(X1.14) nella (XI1.13)

Tk 2 ul) v oule)e = Eule)e™

2m
(X1.14)
e, semplificando, si ottiene
h? 0\ _
{Zm[K T i j +VL(£)}U(£)_ Eul)
(X1.15)

che rappresenta una equazione agli autovalori ileagtofunzioni
determinano la forma della parte periodica dell@rdi Bloch e i cui
autovalori coincidono con l'energia della corrisgente onda di Bloch.
In definitiva quindi, per ogni stato consentitoldaiondizioni al contorno
(per ogni vettore d'onda k consentito che definisgevocamente |l
fattore di fase dellonda di Bloch) e possibilevisice la parte periodica

come l'autofunzione dell’'operatore
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{%(K +|9] Y, (L)}
(X1.16)

con autovalore coincidente con quello dellondaBdlboch, ossia con
I'energia dell’autostato. E’ importante osservahe tale I'operatore non
e universale ma dipende dal particolaregdindi anche I'energia, oltre
che l'autofunzioneu(r), dipendera da le cio sara indicato mediante la

scritturaE, e u,(r).

L’equazione agli autovalori che forniscaur) e I'energia

dell'autostato € caratterizzata da un operatoregieo e, ovviamente, da
autofunzioni periodiche. Si osserva pero che lgopata dell'operatore
riguarda anche lo spazio reciproco. Infatti, data funzione di Bloch
caratterizzata da un vettore d’ondaekterno alla cella unitaria del
reticolo reciproco (dettarima zona di Brillouif si pud sempre trovare
un K appartenente alla prima zona di Brillouin e urtexe del reticolo

reciproco, Gtali che

k=K'+G.
(XI1.17)
L’onda di Bloch sara quindi
wlr) =)™ =ufr)e e
(X1.18)
e per la sua proprieta di traslazione si avra
W(r+R)=u(r + R ™™ =u(r)e"%e™® = w(r)e" "=
= W(r)e¥BelS® = wir)e K
(X1.19)

essendo, per come sono stati definie §
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(X1.20)

Cio dimostra che per ognidsterno alla prima zona di Brillouin ne esiste
uno interno che definisce a tutti gli effetti l@sta autofunzione i Bloch.
In virtu di questa osservazione si comprende chiudeioni di Bloch
sono periodiche nel reticolo reciproco in quantwettori d’'onda che
differiscono per un vettore del reticolo reciprosono equivalenti. Ne
consegue che l'equazione (XIV.15) essendo caratia da un
operatore dipendente da ¢he determina la periodicita nello spazio
reciproco della funzione di Bloch andra risoltalesiwamente in una
unita ripetitiva del reticolo reciproco, cioe neglilama zona di Brillouin.

Anche qui I'imposizione delle condizioni al contordi Born-Von
Barman definira diverse soluzioni (autofunzioni woaalori) associate
all'operatore (XI.16) avendo fissato il valore di ®rdinano in maniera
crescente tali energie, ottenute per ciascun valioke si ottengono delle
curve di dispersione, che determinano la variazideé primo, del
secondo, del terzo, dell'n-esimo autovalore in fane di k Si osservi
che mentre nella teoria di Sommerfeld si ha una gselazione di
dispersione, nella teoria di Bloch si sono ottemutelazioni, doven € il
numero di autovalori dell’equazione (XI.15), chigebande di energia
indicate come Ek). Di conseguenza, al contrario di quanto accadla ne
teoria di Sommerfeld in cui l'autostato € defingoltanto dai numeri
quantici che determinano il valore diik questo caso e necessario avere
guattro numeri quantici in quanto per indicare utostato dell’energia
occorrera specificare siacke n.

Pertanto I'equazione (XI.15) e I'onda di Bloch aauino scritte piu

correttamente indicando tali numeri quantici
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{h_z[lj +|Ej +V, (L)}umk (r)= Ep Uni (r)

2m

(X1.21)

W, (1) = uy (r)e™®
(X1.22)
Infine, dall'osservazione che le energie definistom bande,
funzioni di k e che per ogni kesterno alla cella unitaria ne esiste
sicuramente uno interno equivalente si deduce cleepgriodico nello

spazio delle kcon periodo dato dal periodo del reticolo reagoro
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Capitolo XIl|

Rappresentazione grafica delle

bande di energia

Le leggi di dispersione degli autovalori dell’eniargn funzione del
vettore d’onda vengono riportate graficamente seécodiversi schemi
rappresentativi. Per illustrare cio si considertako unidimensionale in
cui le leggi di dispersione sono curve nel piangk)Ehe, a rigore, si
estendono in tutto l'intervalloce<k<+oo. Tuttavia cid determina una
ridondanza di informazioni in considerazione ddtdeche le leggi di
dispersione sono periodiche nello spazio reciprqeedi capitolo

precedente). Si preferisce quindi limitare la ragpntazione della legge
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di dispersione in un periodo nello spazio reciprtecaui estensione e
pari al modulo del vettore base del reticolo remipr che, nel caso

unidimensionale e dato da

(XI1.2)
con a vettore base del reticolo diretto. La regioneuns: rappresentano
le leggi di dispersione viene in genere scelta adonsimmetrico rispetto
all'origine dello spazio reciproco e pertanto k adsarcontenuto
nell'intervallo [-Gy/2,G/2]. Come gia accennato in precedenza, tale
regione prende il nome di prima zona di Brilloulre zone adiacenti
saranno denominate seconda zona di Brillouin, tearea di Brillouin e

CosSi via.

prima zona di Brillouin

T
Gy Go
) 2

fig.Xll.1 esempio di un autovalore dell'energia papsentato nella

prima zona di Brillouin

Gli schemi principali di rappresentazione dellaustira a bande sono
sostanzialmente duschema di zona estesaschema a zona ridottdl
primo schema rappresentativo consiste nel riporiagei legge di
dispersione (banda di energia) in una differenteazii Brillouin in modo
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da ottenere una funzione a singolo valore, con imoai costituita
dall'insieme delle leggi di dispersione; il secorsbthema si ha quando si
sceglie di rappresentare tutte le bande di ensg@nella prima zona di
Brillouin in modo da ottenere una funzione a pidoviacon dominio

prima zona di Brillouin.

prima zona di Brillouin

_W\

schema a zona ridotta

terza seconda
zona di zona di
Brillouin Brillouin

A7
Es(k) \ prima zona di /_
Brillouin
Ex(K)
Q/

schema a zona estesa

fig.Xl1.2 schemi di rappresentazione a zona ridettbestesa

Avendo rappresentato le leggi di dispersione conppena

specificato, gli autovalori dell’'operatord, per diversi valori din e del
vettore d’onda, giacciono sulle curve di dispersiancorrispondenza dei

valori consentiti per il vettore d’onda.
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L’'occupazione degli stati corrispondenti richiedeecsi definisca
prima di tutto la temperatura del gas di elettr@@ome primo approccio
consideriamo lo stato fondamentale del sistemaa agsello ottenuto a
OK. In tal caso la funzione di Fermi & un gradiale tper cui tutti gli stati
con energia inferiore al potenziale elettrochimsmmo occupati da due
elettroni con spin opposti, mentre i restanti semoti. L’'occupazione
degli stati si ottiene cosi procedendo dallo stain energia piu bassa
verso quelli ad energia piu alta disponendo su pngndi essi due
elettroni fino ad arrivare ad uno stato con enengiiaore o al limite pari
au e rimanendo confinati nella prima zona di Brilloui

Procedendo in tal modo puo succedere glsga disposto tra due
bande separate lungo la scala delle energie, seaumhto mostrato in
figura XII.3. Tutti gli stati della banda immediatante inferiore sono
occupati mentre quelli giacenti sulla banda superiosultano liberi.
Ovviamente, avendo preso in considerazione nel HoodeBloch solo
gli elettroni di valenza, gli elettroni giacentigliestati occupati saranno
quelli che partecipano ai legami chimici e la banba li contiene sara di
conseguenza denominabanda di valenzaLa banda immediatamente

superiore a1 viene denominathanda di conduzione.

=

\/

fig.Xl1.3 configuraziongz compreso tra due bande

La particolare configurazione assunta dagli elattreugli stati

consentiti dipende dalla posizione|died e la responsabile delle diverse
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proprieta dei solidi relativamente alla conduziobea situazione come
quella descritta in precedenza, dqve localizzato nel gap proibito (ossia
in un intervallo di energia non appartenente adralcondominio delle
leggi di dispersione) €& caratterizzata da una baddaonduzione
completamente vuota e da una banda di valenza etanpénte piena ed
e caratteristica degisolanti e deisemiconduttori Infatti, come si vedra
piu dettagliatamente in seguito, la conduzionetré&at pud avvenire solo
a condizione che ci siano stati vuoti a una disiarenergetica
sufficientemente piccola da poter essere colmdtaidargia fornita agli
elettroni da un campo elettrostatico; tale campaealta non é stato
esplicitamente considerato fin'ora nell'equazionesdhérdinger ma si
puo pensare, ragionando qualitativamente, che riggmefornita dal
campo elettrostatico determini sia una migrazioeglidelettroni nello
spazio reale che una variazione dello stato erneogéda essi occupato
nello spazio delle K. Pertanto se la distanza manira le due bande non
consente il trasferimento di un elettrone su umatostuoto, esso rimarra
confinato attorno ad uno ione e si avra un compwetao isolante. Se
invece la distanza & molto piccola o nulla (comeiene nel caso in cui
U € localizzato allinterno di una banda) I'energiarrita dal campo
elettrostatico consente il salto di un elettrona 8tati adiacenti,

instaurando la conduzione elettricagall)).

conduttore

N

fig.XII.5 configurazione della banda di valenzauim conduttore
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A temperatura diversa da zero occorrera considdaaienzione di
Fermi corrispondente, la quale determina una pribtzativersa da zero
di occupazione per gli stati con energia superéopecon (Eu)=KT. In
tal modo, qualora il gap proibito non sia particoiante esteso, si puo
verificare la condizione per cui a#0 alcuni stati nella banda di
conduzione siano occupati e alcuni nella bandaatknza siano vuoti,
stabilendo quindi le condizioni per la conduziorlettdca in quanto
I'energia elettrostatica sara quindi sufficienttaamuovere gli elettroni
sui diversi stati della banda di conduzione. In taateriali quindi, a
fronte di un comportamento isolante a temperatwansi ha un
comportamento assimilabile a quello di un condettar temperatura
diversa da zero; essi quindi sono chiamsatniconduttori

Alcuni valori reali del band gap gEper i semiconduttori noti sono
1,12 eV per il Si, 1,42 per il GaAs e 0,66 per i @ temperatura
ambiente.

Quando invece il band gap € troppo grande percteémaeratura
non nulla si abbia una probabilitda diversa da airoccupazione della
banda di conduzione (per esempio 9 eV per il BilD materiale si

comporta da isolante anche a temperatura diver8& da

fig.Xl1.6 diagramma a bande tridimensionale coni@@ione dei punti caratteristici
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isolante

semiconduttore

~
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. NS

(T>0)

f(E)

fig.XIl.7 configurazione delle bande di valenzaoaeduzione

EeV)
4

Elev)

in un conduttore e in un isolante

L A T A X UK £ r
fig.XI1.8 diagramma a bande del Si

E€V) 10—

P

H\(
|

_:—'—"'_”—f

S ] r L ¥
fig.XI1.9 diagramma a bande del GaAs

-99 -



LS in Scienze per L'Ingegneria corso di Fisica Moderna Il

Capitolo XIlI

Densita di energia e di stati nella

teoria di Block

Ricordiamo innanzitutto che la definizione dellanZione densita

degli stati deriva dalla seguente relazione
_ o Ne
D(E)dE = ZTdE

(XI1.1)
avendo indicato corN; il numero di livelli energetici con energia

compresa tra E e E+dE. Il fattore 2 indica I'oc&zipne di due elettroni
con spin opposto di ciascun autostato dell’eneng@&tanto la quantita

2N =N(E) rappresenta il numero di elettroni contenuto ma#rvallo
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di energia (E,E+dE) analogamente a quanto definglbambito della

teoria di Sommerfeld. In quest'ambito occorre peansiderare un
aspetto particolare in quanto la presenza di dévdrande di energia
(relazioni di dispersione dei singoli autovalo@) $i che in un intervallo
di energia (E,E+dE) diano contributo alla dengitale diverse relazioni

di dispersione secondo quanto schematicamenteasguato in figura.

E

banda n-esima

E+dE

banda n-lesima

fig.Xlll.1 esempio di relazioni di dispersione

Occorrera pertanto porre
p
D(E) =) D,(E)
n=1

(X111.2)
essendo p il numero di relazioni contenute nediwallo di energia
prima considerato. Per ciascuna banda di energavrsi quindi una
densita di stati D(E) che si otterra secondo ikpthmento qui di seguito
specificato.

La relazione di dispersione relativa alla bandaima genera, nello
spazio delle Juna iper-superficie qualora si consideri il luatggli stati
della banda n-esima caratterizzati dallo stessoreatli energia E. Si
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considerino pertanto due iper-superfici di questenege relative
rispettivamente alle energie E ed E+dE, rappretemsizhematicamente
in figura. Il volume tra loro contenuto conterréttitugli stati aventi

energia compresa tra E e E+dE e appartenenti atidabn-esima.
T S(E+dE)
(=

v

fig.XllIl.2 ipersuperfici isoenergetiche

Per individuarne il numero occorrera quindi caloeltale volume e

dividerlo per il volume elementare associato acatias dei singoli stati,

dato da
=)
(X111.3)
con V volume totale del cristallo. Sia
dV,(E) =dS,(E) 9,(E)
(X111.4)

1>

5(E) / /

S(E+dE)

Si(E)

fig.XI11.3 schema del calcolo del volume compreadd superfici
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essendo d$E) un elemento infinitesimo della superficigS ed,(E) la
distanza tra le due iper-superfici misurata lurgmdormale all’elemento
dS,(E). In tal modo il volume delimitato sara sempii@nte
Vo(E)= [dV,(E)
S (E)

(XI11.5)
Si ricordi inoltre che il differenziale dell’eneggilungo la normale si
ottiene dalla derivata direzionale della relazidndispersione k)

d
—E, (k) =0E, (k) h
CE(K)=0E, WD

(XI11.6)
infatti moltiplicando per la distanzg si ha
%En(ls)d] =0 E, (k) hJ, =|0,E, (K)|J, =dE
(XI11.7)
in virtu del parallelismo tral, E, (k) e n, quindi
dE
0,(E) =r———F+
|DkEn (l_()|
(XI11.8)
La (XI11.4) allora diventa
4V, (E) = dS, (E) &, (E) = dS, (B) — =
" " 0KEq (K)
(XI11.8)

Il volume totale tra le superfici sara dato, coreétalin precedenza,
dall'integrale della (XIl1.4) su tutta la superkcg,(E)
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Vo(E)= [dV,(B)= [dS,(E)S,(E)= | dS,(E)——~

Sn(k) Sn (k) Sn(k) |D E (k)|

(X111.9)
pertanto il numero di stati per la banda n-esin@tgne dividendo tale
volume per il volume elementare associato al smgtﬂto

V=g | SO @
(X111.10)
Questo rappresenta il numero di autostati dell'giaedella banda n-

esima con valore compreso tra E e E+dE. La dedsié stati nella
banda n-esima, compreso il numero di spin, sardgdata

Ne __ 1 ds, (E)
v o |0,E, (K)|

D (E) =2
sh(K)

(XI11.11)
Per avere la densita di stati complessiva bastéstiuare la

sommatoria

o1 ds, (E)
b(E) = ;4773 aJ;k)|DkE“(l—<)| |

(X111.12)

Appare evidente quindi che per conoscere la dedsiénergia del
sistema di elettroni € necessario e sufficienteosoere la struttura a
bande, cioé come il modo con cui le autosoluzioeil'aperato
Hamiltoniano cambiano al variare diekdel numero di banda a causa
della simmetria e periodicita del reticolo cristadl.

La procedura qui esposta generalizza quella witeznel caso della
teoria di Sommerfeld; essa e quindi applicabileiastp caso in cui si ha
una unica relazione di dispersione. In tal casatindalla (VI.24) si

ricava
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2
DkE(K):h_k
m
(X111.13)
quindi
m ds m mk
D(E)=——— | ——=———47K? =
®= e L3
(XI11.14)

essendo Sfk la iper-superficie che si ottiene dal luogo daini
h’k*/2m=E =costante che rappresenta una superficie sferictp nel

spazio delle K. Ricaviamo anche

(= J2mE
h
(XI11.15)
che sostituita nella (XII1.14) fornisce
3
m +E+v2m 1 (2m)2
D(E)=Dl0 =5 \/_;z/_ ~ o (h_zj VE.
(XVII.16)

Come si puo ben vedere, tale espressione corrispaital (VI1.14)
ed evidenzia la validita generale della procedwscdtta, in quanto la
teoria di Sommerfeld € un caso limite della teadli&lock (il potenziale
e nullo e quindi periodico).

Occorre osservare che i, E(k) presente a denominatore nella
(X111.12) si annulla in corrispondenza di ogni pargtremale della legge
di dispersione. Pertanto l'integrale in tali pudiverge e determina la
presenza di singolarita nelle funzioni(B). Infatti si pud dimostrare che
tali singolarita, dette di Van Hove, sono integliadideterminano punti di

discontinuita (cuspidi) nella densita degli stati(E). |l problema
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comunque diventa serio quando occorre usare I'espad di
Sommerfeld; in tal caso infatti la presenza di @ikcontinuita puo
inficiare il calcolo dell’espansione in quanto essaiede il calcolo delle
derivate di ordine superiore delle densita deglii st

Quando una banda ha un minimo o un massimo si leailch

O0.E(k)va a zero e lintegrale nella (XIll.11) diverge. @gvolta che
accade una situazione simile @, (E)presenta delle singolarita, e in

particolare delle cuspidi, dette di Van Hove. Sindstra che poiché
I'integrale é triplo, con un vincolo, queste sirgh sono integrabili. 1l
problema che si pone sta nellespansione di Somefhént cui calcolo
puo essere inficiato dalla presenza di discon@nuitlle derivate di

ordine superiore della densita di energia.
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Capitolo XIV

Equazione di Schrddinger nello

spazio reciproco

Si consideri 'equazione di Schrodinger (X.1) €fudazione d’onda
di Bloch (XI.22) soluzione dell’equazione per untgrmiale periodico.
Come si gia detto la funzione d'onda elettronica ofiene come

sovrapposizione di onde di Bloch

LIJ([) = Zk: Lpg ([)

(XIV.1)

essendo¥, (r)=u,(r)e™® e u,(r) periodica con la periodicita del reticolo

diretto. Pertanto la funziong (r) puo essere espansa secondo Fourier
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U () = Y ug e
G

(XIV.2)
con G vettore del reticolo reciproco. Infatti considedtanR vettore del
reticolo diretto, si ha
U (r+R) =Y ug e =3 ug ee SR = 3 ug ee®™ = 3 ug €7 =u, (1)

- [ G G [ -

(XIV.3)

Ragionando, per semplicita, in una dimensione Beiqne di

Schrédinger appare come

[ o V(x)} W, (x)=E w,(x)

2m ox?
(XIV.4)

e I'onda di Bloch
W (x)=e"> uZe® =3 ugeto
G G
(XIV.5)
avendo sviluppato la funzion®,(x) secondo la (XIV.2). La (XIV.5)
evidenzia che I'onda di Bloch altro non € che ubarapposizione di

particolari onde piane, ossia di quelle i cui vettbonda differiscono dal

k per un vettore del reticolo reciproco.
Poiché anche il potenziale € periodico, sara assb'aviluppabile

in serie di Fourier
V() =) V€%
=
(XIV.6)

Derivando due volte la (XIV.5) e inserendola inseeaila (XIV.6)

nella (X1V.4) si ottiene
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hz 02 k+G k
{ P~ +V, (x)}Zunke'( *Ox —E Zunke'( *e)x

2
Z{%(k +G)* + Y V€€ }un O =E ZUn e
=

G

h? . . .
L YKL ) WAL TR S T
G G G G

(XIV.7)
Nel termine potenziale € possibile sostitu®=G+G' anch’esso
appartenente al reticolo reciproco; cambiando reolktordine della

sommatoria tale termine diventa
G i(k+G"
ZZV(G"—G)”n,ze'( »
G" G

(XIV.8)
Poiché si tratta sempre di vettori del reticoloipsmco, € possibile
rinominare i termini G G” nel primo termine delipro membro e nel

secondo membro nell’equazione (XIV.7). Questa daen

z (k + Gu) |(k+G ") X + Z ZV(G“_G)unG’Kei(MG")x —E Z u[ﬁ;‘:;ei(k+G")x
G" G G"

(XIV.9)

e, dopo alcuni passaggi

2
2{%(k+G”)2u z . G)unk:| |(k+G)x:z(EuS‘;)ei(kJrG")x

G" G"

G"

2
Z{h—(k+G")2uf;+z . G)unk—Eunk}e"'”G)x—O
2m =T

(XIV.10)
Affinché tale sommatoria sia nulla, devono esseaitk tutti i singoli

addendi corrispondenti a ciascun G”

- 109 -



LS in Scienze per L'Ingegneria corso di Fisica Moderna Il

2
;lm(k +G")’Ug + D Vie-g)Unk ~EUp =0 =
G

2
= {h_(k +G")* - E}Uf; + 2 ViecUnk =0
2m S "

(XIV.11)
Si e quindi trasformata I'equazione di Schrodinigenna equazione

algebrica nello spazio reciproco in cui le incognif}, e u;, SONO i

coefficienti, in genere complessi, dello sviluppd-durier della funzione
di Bloch.

In particolare si osservi che tale equazione legscan coefficiente
associato a un particolare vettore del reticolgoreco G” a tutti gli altri
coefficienti associati agli altri vettori del redio reciproco. Tale
equazione quindi determina un set di equazionibaiglee, una per ogni
vettore del reticolo reciproco e andra risolta fando i coefficienti
dell’'espansione ad un certo numero. Infatti in ogguazione per la
presenza della sommatoria su G si dovrebbero aerigwere infiniti
addendi; in pratica pero si riscontra che I'espamsipuo essere limitata
ad un numero finito di termini, trascurando i tanhguccessivi senza che
cio comporti errori apprezzabili.

Il sistema di equazioni algebriche ammette soluziom banali se il
determinate della matrice associata € nullo. |l ewodi soluzioni trovate
(gli autovalori E) sara dato dalla dimensione sca#l sistema.

Spesso accade che anche sistemi modellati comtle piane, che
danno luogo a un sistema di tre equazioni algebriechabbastanza

affidabile e restituisce una buona descrizionedisi
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Capitolo XV

Conduzione elettronica

XV.1 Dinamica del vettore d’'onda per un elettroibero
Nell’approssimazione di Sommerfield si e trovate dikk=mv e

una costante del moto. La velocita degli eletteoguindi pari a

hk

\_/:__
m

(XV.1)
ed e anch’essa costante. Volendo pertanto calclaarelocita di deriva
degli elettroni mediante la media statistica caltokugli stati occupati si
otterra un valore chiaramente nullo. La velocitagldeslettroni di

Sommerfeld essendo orientata secondo tutte le idimenello spazio
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delle k (isotropia degli stati occupati) comportera quindi trasporto di
carica netto pari a zero. Cio e corrispondente anfquci si aspetta in
quanto e evidente che in assenza di un campo estarrcorrente
elettronica dovra essere nulla.

Considerando un campo elettrostatico applicaigaal di elettroni
come riportato in figura. La sfera di Fermi nellpagio delle _k
rappresentata nella stessa figura avra un raggiedato all'energia di

Fermi dalla relazione (VI1.29).

A

fig.XV.1 sfera di Fermi e campo esterno applicato

Poiché la quantita di moto/k, la sua derivata fornira la forza applicata.

Cioe

(XV.2)
Infatti essendaik il valore di aspettazione della quantita di macla
derivata temporale si ottiene come gia visto ircedenza dalla relazione
d . i -
—<p>=—(W*|H, p|wdV
i <Pl )
(XV.3)
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Ricordando che in presenza di un campo elettrostatrientato
concordemente con l'asse x I'Hamiltoniana di siogelettrone € data da
H= I—A|O +eEx

(XV.4)
dove I—A|0 e I’'Hamiltoniana di elettrone libero che commuta ¢autovalorep,
si ha

ho

d . i
—<p>=—[W*|eEx—— |WdV
ai P hj [ o ax}

(XV.5)
avendo rappresentato |'operator@lungo l'asse x. Sviluppando il

commutatore si ottiene

dcp> :eEDkIJ* xa—wdv—jw*—a(xw)dv} = —eE
dt 0x 0Xx
(XV.6)
Integrando la (XV.2) si avra
k() =k(0) -~ EAt
(XV.7)

che mostra la legge di variazione temporale ddbwetd’'onda_kdi un
elettrone di Sommerfeld dovuta all'introduzioneudi capo elettrostatico.
La variazione del vettore d’'onda puo essere rapptata graficamente
mediante una traslazione della sfera di Fermi regllzio delle kn verso
opposto al campo. Cio é possibile in quanto siaesgitolineato il fatto
che esiste una corrispondenza tra una direzione sighzio delle ke un
set di piani nello spazio reale. Si osserva da{M.7) che la coordinata
k. del vettore d’onda aumenta con una legge di dipenal lineare dal

tempo. Cio corrispondera quindi ad una velocitatreslazione degli
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elettroni crescente linearmente (moto rettilinedarmemente accelerato
lungo la direzione del campo) che comporterebbe imensita di
corrente parimenti crescente linearmente con iptem chiaro contrasto
con l'esperienza che, al contrario, mostra unaecwer di conduzione
costante e proporzionale al campo elettrico. Lardanza tra il modello
e I'esperienza venne attribuita da Sommerfeld féditeo degli urti tra gli
elettroni e gli ioni del reticolo cristallino i cwffetti non erano inclusi
nella teoria. Tuttavia, come vedremo tra brevebeab l'intuizione di
Sommerfeld riguardo il ruolo degli ioni fosse gasti risultati
sperimentali non possono essere spiegati comdcetfesemplici urti tra

elettroni e ioni del reticolo cristallino ritend@rmi.
ky

E

d
<«

fig.XV.2dinamica traslazionale della sfera di Férm

XV.2 Dinamica del vettore d’onda e velocita per un

elettrone di Bloch

Quanto appena affermato trova riscontro immediab@alara si
affronti il problema della conduzione elettronicala teoria di Bloch. Si
vedra infatti qui di seguito che nonostante questaria contenga
l'interazione elettrone-ione non € in grado di gp® le leggi
sperimentali di conduzione elettrica ritenendo ithpotenziale reticolare

sia perfettamente periodico (ioni fermi).
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Innanzitutto si ricordi che nel modello di Bloch,assenza di campi
esterni, il vettore d’'onda & una costante del moto ma la quantitanon
e piu autovalore della quantita di moto. Inoltregpsd dimostrare che la
velocita di un’onda di Bloch, ossia la velocita din elettrone

rappresentato da un’autofunzione di Bloch, vale

VnKo =%DkEnk .
(XV.8)
Infatti, poniamo
g=tp="1
m im
(XV.9)
e calcoliamone il valore di aspettazione
<\A/>:_i W* OPdv
m
(XV.10)
in cui ¥ sia una onda di Bloch. A tal proposito si ricazte
OW =ike™* u(r) + e*"0Ou(r)
(XV.11)
pertanto
<U>= [u,, *(r)(O+ik)u,, (r)dv
(XV.12)

Avendo ottenuto il valore di aspettazione dellaoe#h ricordiamo
I'espressione dell'energia dello stato di Blochatgarizzata dai numeri

guantici n e k
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(XV.13)
Effettuando adesso il gradiente rispetto a k distuefunzione di

dispersione si ottiene

OyEpy = Dk{ fur., ([)B—;[K +i9j2 +V, (L)}un,k (L)dV} =
=Dk{IU*n,k (L)B—;(kz +2i£ - Dzj +V, (L)}un,k (L)dV}

(XV.14)
e osservando che il gradiente rispetto a k nomgiiGa né alle funzioni
d’'onda che sono dipendenti dgea solo parametricamente da ké al

potenziale Y(r) e neanche all’'operatorg si ottiene
0Eny = junk O +ik)u,, (r)dv

(XV.15)

che confrontata con il valore di aspettazione dedlacita restituisce

n,

1
Vik :%DkEn,g

(XV.16)
Tale valore di aspettazione puo essere interprétab@ase al concetto di
velocita di gruppo se si considera che una funzaioada elettronica si
ottiene dalla sovrapposizione di funzioni di Bloglale sovrapposizione,
come ampiamente discusso in precedenza, € anch'ssisaione

dellequazione di Schrodinger. A tal fine si comsidla soluzione
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dell’'equazione di Schrédinger dipendente dal tempain potenziale

cristallino periodico che si puo scrivere come

qJ”,K (Lt) = un,g (L) ei (K@—;t)
(XV.17)

ﬁwmqn=m%wmqn=5wmmo

(XV.18)
Si supponga di avere una sovrapposizione di on@odh aventi vettori
d’onda contenuti in un intorno del vettore d’onda%viluppando quindi
in serie di Fourier e arrestandosi al primo orditee,generica onda
componente puo essere esplicitata come
i[lﬁo@%@—wt—wimkj

h ok n

W () =u(r), e
(XV.19)
L’'onda complessiva sovrapposizione delle onde dicBl sara data

integrando la generica onda sui vettori d’'onda k

_E(ko)

w(r,0) :J-LPk (r,t)dk :ei(lﬁw ] t]J'uk([)ei[

-0, =8

hQN%k

(XV.20)
Si ottiene quindi un pacchetto di onde piane lavalocita di gruppo e

data da
_r_1
vy =3 =2 OEWM),
(XV.22)
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Si osserva quindi che il valore di aspettaziondadegklocita di un
elettrone di Bloch altro non e che la velocita dugpo di una
sovrapposizione di onde di Bloch centrate sul vettbonda k.

La potenza che I'elettrone acquista dal campo estedata da

OE(K) _ dE(K) dk _

—eEV(k)
ot dk dt

(XV.23)
tale calcolo ha senso in quanto per 'onda di Blathun potenziale
periodico_knon € piu costante nel tempo. Quindi, ricordard(XV.8)

DkE(K)K=-eh—E m,E(K)

(XV.24)
cioé semplificando
hk =-eE
(XV.25)
si arriva quindi alla stessa espressione ottenutfla nteoria di
Sommerfield ma che in questo contesto assume umifis&jo

concettualmente diverso, in quaritk non rappresenta piu la quantita di

moto. Se si osserva pero che derivando tale gaamgjppetto al tempo si
ottengono le forze esterne, si puo pensargacome una quantita di
moto complessiva del sistema, e non della singoldao Per questo
motivo e stata ribattezzamaomento cristallino

Le considerazioni svolte nel paragrafo precedewpi® spertanto
ancora valide nellambito della teoria di Bloch. &serva infatti che
anche in questo caso una dinamica del vettooerke quella ottenuta
conduce alla definizione di una intensita di coteerdipendente

linearmente dal tempo e quindi difforme rispettoisultati sperimentali.
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Cio accade nonostante che nel modello di Blochteamuto in conto

I'interazione elettrone-ione mediante un potenzeaistallino periodico.

XV.3 Valore di aspettazione @i per un elettrone di Bloch

Come gia visto, il valore di aspettazione dellargiia di moto per

I'onda di Bloch vale
" /)
<p>=[w,* (D= 0%, (aV =
\Y
_ [ anikD),, % h( (k) (kD) )
= [ 0u,, )ik “Pu, (1) + €00, (1)) dV
\Y

(XV.25)

riprendendo la (XIV.2) & possibile esprimere lazione u,,(r) in serie

di Fourier

Up (1) = X U €
G

(XV.26)

quindi il gradiente, che si trasferisce solo ssifenenziale, varra

Ou,, (1) =Y us iGe*"
G

(XV.27)

e, sostituendo nella (XV.25)
A h ~i (k@) G -iG'H
< p>_7.|.e DI ugs * el
Y [
(ilei(km)zur?,k ST + DY S, igeiemjdv -
G G

- IEJ-|:Z ur?,g' * @7 (G }Z unQ’L( I(g +I_<)ei (GHI gy =
v[L ¢ G
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:EZZUI?,K*I (§+k J-e_'(G‘fk)m |(G+k)mdv_
G G

=E uG‘ *i G+k e_|(G G)Iﬁdv
RSy
G G

(XV.28)
L’integrale che compare nella (XV.28) rappreserdatiasformata di
Fourier di una costante, cioé una delta di Diraeerda da zero solo per
G'=G. Di conseguenza la doppia sommatoria perde diifsigto,

trasformandosi in una singola sommatoria sGindi

<> =1 S(a s =n 2 e ks

nk

(XV.29)

Emerge quindi che il valore di aspettazione dellantita di moto

é allora dato dalla sommatoria #G +k) pesata mediante iug, “. La

(XV.29) si puo quindi interpretare in termini prddiigstici dato che la
funzione d’onda di Bloch altro non & che una soposzione di onde
piane con vettori d’'onda pari §&+k). Infatti qualora 'onda piana
avente vettore donda(G+k) fosse soluzione dellequazione di
Schrodinger (modello di Sommerfeld) la quantitd rdoto sarebbe
n(G+k). Cid vuol dire che a secondo membro della (XV.€9ha una
somma di quantita di moto che competerebbero ahldeopiane
componenti pesate con un termine che viene ad a&ssuhsignificato di
probabilita che I'onda di Bloch collassi in un’ondena. In altre parole
'osservabile in questione, la quantita di moto, dato da una
sovrapposizione delle quantita di moto di ogni slagonda componente

ognuna presa con una sua probabilita di occupazBoo quest'ottica
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quindi nell’effettuare una misura del sistema &wé di volta in volta un

. . . e s 2
particolare valore del momento cristallino con faohita data da‘un%i

Alla luce di quanto ottenuto si osserva che la éeghe regola la
dinamica dell’elettrone va interpretata non in tigiirstrettamente classici
in quantozk non rappresenta la quantita di moto di singoldtrelee,
guanto in termini piu strettamente quantistici noecendo chenk
rappresenta il cosiddetto momento cristallino.

Per spiegare meglio questa affermazione considerihmmaso di
due elettroni interagenti (mediante interazione ttstatica) che,
ovviamente, non rientra nell’ambito della teoria sshgolo elettrone
fin'ora esposta. Siricordi infatti che sia neltia di Bloch che in quella
di Sommerfeld I'ipotesi di lavoro di singolo eletire esclude dal modello
le interazione elettrone-elttrone.

Sia pertantd¥(ry,I,) una autofunzione soluzione dell’equazione di
Schrédinger per il sistema costituito dai due edeit tale funzione é
soluzione dell’equazione di Schrédinger nel casaui esa comprenda
I'interazione elettrone-ione e il termine di HaafEoch che tiene in
debito conto anche del principio di Pauli (autofone antisimmetrica).
Se il potenziale ionico ha proprieta di simmetrastazionali (reticolo
cristallino), analogamente a quanto fatto per lazione di singolo
elettrone, € possibile applicare allautofunzidHé,r,) I'operatore di
traslazioneT, che, per la proprieta di simmetria traslazionaleye
restituire la stessa autofunzione a meno di uonrati fase.

TeW(r.r,) =™ B W(r,,r,)

(XV.30)
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Consideriamo adesso i due elettroni distanti egffitemente,
dopo aver interagito intimamente (processo d’uito)nodo che possano
considerarsi indipendenti. In tal caso il sistemaoenposto da sistemi
indipendenti e pertanto, come gia spiegato nel @gapitolo, le funzioni
d’onda si fattorizzano in modo che l'autofunziored sistema sia data dal
prodotto delle due autofunzioni di singolo elet&on

W(ry,rp) =Wi(ry)Wo(r,)

(XV.31)

Imponendo analogamente alla (XV.30) I'operatorgailazione
Tel W (1) W, (r)] = e MW, (r))e ™ Fw, (1)

(XV.32)
e, considerando la continuitd temporale tra il cakgli elettroni
interagenti e quello degli elettroni indipendestipttiene una relazione di
conservazione che coinvolge i vettoyikk e k e precisamente

k=k,+k, +G

(XV.33)
essendo_Gun vettore del reticolo reciproco il quale, mditpto
scalarmene per Betermina un fattore moltiplicativo unitario. kttore k
relativo alla funzione d’'onda degli elettroni iragenti, moltiplicato per
hprende appunto il nome di momento cristallino eth&o dalla somma
dei momenti cristallini dei due elettroni presigatarmente a meno di un
terminen G essendo @in vettore del reticolo reciproco.

Si vede quindi che in analogia al caso classico,uim urto
guantistico, la quantita che si conserva non euantita di moto del

sistema ma il momento cristallino.
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XV.4 Corrente elettrica e trasporto nella teoriaRloch

Nel paragrafo XV.2 si e ricavata e discussa I'equaz che regola
la dinamica del momento cristallino per un eletérain Bloch in presenza
di un campo elettrostatico. Integrando tale relagisi osserva, come gia
accennato, che il momento cristallino in presenzaud campo
elettrostatico non € piu una costante del moto.i#&hb poi visto come
sia possibile ottenere la velocita di traslazioneird elettrone di Bloch
mediante la conoscenza della legge di dispersiaie @nergie nello
spazio k Nel prosieguo si procedera quindi a stabilire relazione tra la
dinamica del momento cristallino e [linstaurarsi dna corrente
stazionaria (proporzionale alla velocita di derdegli elettroni) qualora
sia applicato un capo elettrostatico.

Per semplicita ci si ponga prima di tutto a tempgeanulla; in tal
caso la corrente elettrica stazionaria € data péinidione dal flusso
attraverso una superficie ortogonale della carie’umita di tempo.
Pertanto pensando che gli elettroni siano dotativelocita v(R se
occupano con probabilita f(ko stato caratterizzato dal vettore d’'onda k

I'intensita di corrente dovra essere

| 0-2e [V (K)dk

(XV.34)
dove l'integrale va esteso alla prima zona di Bdih al fine di tenere in
debito conto di tutti gli stati di singolo elett@mccupati. L’integrale di
cui sopra e evidentemente ottenuto dalla sommatpéaincontrata in
precedenza sugli stati occupati mediante un pagsaglg continuo

necessario qualora gli stati consentiti siano mokoini tra loro
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(campione esteso). Il fattore 2 e presente in quaghi stato si considera
occupato da elettroni aventi spin opposti.

Limitando lo studio alla prima banda, che si sumpon
completamente occupata, e ricordando la forma @i@lizione di Fermi a

temperatura nulla (funzione a gradino), la (XV.8&)iduce a

i 0-2e jv(g)dg
B.Z.

(XV.35)

Occorre pertanto calcolare l'integrale della vefochello spazio_k
limitandosi alla prima banda. A questo punto € Bsago osservare una
proprieta generale della funzione di dispersiomnt le che risulta sempre
pari rispetto a_%k0, riflettendo le proprieta di centro-simmetrial de
reticolo reciproco. Si ricordi infatti che la fuonie E(§ € periodica nello
spazio_ke poiché la prima zona di Brillouin & definita dattori del
reticolo reciproco tale periodicita si svolge lungodirezioni dei vettori
di base del reticolo reciproco. Se quest’'ultimoeatm-simmetrico, la
funzione E() deve essere quindi pari lungo direzioni del wdtc
reciproco che ne contengono l'origine. Ovviamene pi®prieta di
simmetria del reticolo reciproco sono una direttmseguenza delle
medesime proprieta del reticolo diretto; in paflace se, come quasi
sempre accade, il reticolo diretto € centro-simioetrlo € anche il
reticolo reciproco.

In questo caso quindi esprimiamo la velocita nebcsemplificato
unidimensionale in cui si consideri solo la primentda completamente
occupata. Essendo

v =5

(XV.36)
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si osserva che se B(k pari (k) e dispari nella prima zona di Brilloiun e
pertanto l'integrale (XV.35) restituira il valoreilto per la corrente. Tale
situazione € del tutto comprensibile in quanto ssvelto il caso di

elettroni in assenza di un campo elettrostaticcerast e che, a

temperatura nulla, occupano completamente la bdinel@ergia E(k

E(K)
v(k)

= '
-Go/2 0 Go/2
fig.XV.3 legge di dispersione dell’ energia e véabbdegli elettroni di Bloch

L'applicazione di un campo esterno tuttavia nommloa la
situazione in quanto come abbiamo visto la dinanmgaosta dal campo
al vettore d’onda k che rappresenta un cambiamento di stato occupato
da parte dell’elettrone di Bloch, non ha possibiliti attuarsi nel caso
presente in quanto la banda considerata € totaémecdupata e non
esistono stati liberi disponibili.

Passiamo ora a considerare il caso di un metafittesizzato da
una banda di valenza parzialmente occupata. l@otdz sempre una
legge di dispersione pari (reticolo centro-simnaoef)j si osserva che la
distribuzione degli stati occupati, procedendo thi £on energia piu
bassa a stati con energia pi alta, € ancora sinuaeispetto l'origine

(centro della prima zona di Brillouin). A differemzlel caso precedente la
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funzione di Fermi assegna un valore nullo aglii stah occupati della
banda considerata e di conseguenza l'integrale ZXVnon verra piu
esteso a tutta la prima zona di Brillouin ma sdtiaen una parte di essa,
guella simmetrica contenente gli stati occupatimilBnente al caso
precedente la velocita € ancora una funzione digpdiintensita di
corrente ottenuta e nulla.

stati occupati

E(K)

e

-Go/2 0 Go/2

fig.XV.4 occupazione della banda di valenza in @taffo centro-simmetrico

Nel caso in cui si applichi un campo elettrostaidoun metallo la
situazione e completamente diversa dal caso pretEdénfatti la
dinamica del vettore lpuo attuarsi dato che esistono stati liberi che
possono essere occupati dagli elettroni a cuinipmaha fornito I'energia
sufficiente per compiere il salto energetico neaesgsi noti tuttavia che
I'energia fornita dal campo elettrostatico aglitetai di Bloch € molto
piccola e consente salti energetici solo tra stadlton vicini
energeticamente). La dinamica dei vettori d’'ondadprra quindi una
traslazione in direzione opposta al campo degti stecupati e cio fara

perdere il carattere centro-simmetrico, cioe paltg distribuzione degli
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stati occupati. La situazione cosi configurata wmheitea quindi che

I'integrale di (k) sia diverso da zero.

E .
iatlg::fupati u
-Go/2 0 Go/2

fig.XV.5 distribuzione degli stati occupati in uetalo in presenza
di un campo elettrostatico

Tuttavia occorre osservare che la dinamica deltokeetd’onda
responsabile delloccupazione asimmetrica della dbhardi valenza
prevede che il vettore d’'onda di un singolo eleigrali Bloch cambi
proporzionalmente all'intervallo di tempo trascqrs® significa che la
dinamica del vettore d'onda fa si che il vettoreordla aumenti
indefinitivamente nel tempo producendo una traslazi continua in
verso opposto a quello del campo dei vettori d’odddutti gli stati
occupati. Trascorso un tempo sufficiente si ossaiva tali elettroni
raggiungono l'estremo sinistro della prima zona HBlrllouin e,
superandolo, rientrano nella prima zona di Brillodall'’estremo destro;
infatti, come ampiamente discusso in precedenzaglge di dispersione
e periodica nel reticolo reciproco ed € tale chei stpto caratterizzato da
un vettore d’onda che differisce per un vettore rééicolo reciproco da
uno stato contenuto nella prima zona di Brillouidet tutto equivalente a

guest’ultimo. Pertanto lo stato occupato da urtrele¢ avente un vettore
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d’'onda kesterno alla prima zona di Brillouin e vicino alore —G/2
equivale ad uno stato interno alla prima zona diddun e avente vettore

k poco minore di @2. Tale dinamica si configura come se fosse una
dinamica circolare tra gli estremi della prima zah®&rillouin (dinamica

del serpente nel famoso gioco Snake).

v

-Go/2 0 Go/2

fig.XV.6 dinamica degli stati occupati in un médal

La dinamica descritta consiste quindi in uno spoENto continuo
degli elettroni da stati aventi vettore d’onda figsa stati aventi vettori
d’'onda negativi e viceversa in quanto la prima zaehaBrillouin é
centrata nell’origine del reticolo reciproco. Ciongporta che, ragionando
in analogia con [I'elettromagnetismo, ['elettronea scaratterizzato
alternativamente da una funzione d’'onda progressivegressiva, ossia
da un moto oscillatorio che non determina alcuspwato netto di carica
attraverso una qualsivoglia superficie. Le osditlaz descritte, pur
essendo state effettivamente osservate in molérespnti con periodi di
oscillazione ben definiti, non sono pertanto inualenodo responsabili
della conduzione elettrica osservata sperimentaknesratterizzata dalla
proporzionalita del campo elettrostatico applicata densita di corrente

misurata. Il periodo di oscillazione del moto ddészre facilmente

-128 -



LS in Scienze per L'Ingegneria corso di Fisica Moderna Il

calcolabile; infatti data I'estensione della prinzna di Brillouin

Ak=G -2n il periodo dell’'oscillazione vale
a

27
T a2
2 €E ¢Efa

(XV.37)
Per valori tipici del campo attorno1®°V/m si ottieneT =10™'s. Tali

oscillazioni sono quindi estremamente rapide e c¢aua rendono nulla
la media temporale dell'integrale nella (XV.35).

Gli argomenti usati nella descrizione della dineanilegli elettroni
per un metallo a temperatura nulla possono esssgétilamente
invocati anche per la descrizione della dinamicave¢tori d’'onda nel
caso di semiconduttori a temperatura diversa deo.zémfatti a
temperatura diversa da zero la banda di valenzeekbacdi conduzione in
un semiconduttore sono parzialmente occupate dsola funzione di
Fermi impone una probabilita diversa da zero dupezione degli stati
ad energia piu bassa nella banda di conduzioneae puobabilita di
occupazione inferiore a uno per li stati ad enepgieelevata nella banda
di valenza. Entrambe le bande quindi risultano iparente occupate e
gli argomenti addotti per i metalli temperaturalauhantengono la loro
validita. Le oscillazioni descritte quindi esiston@anche nei
semiconduttori a temperatura diversa da zero eeaimchjuesto caso non
sono responsabili della velocita di deriva stazi@nahe caratterizza la
corrente di conduzione.

Affinché tale meccanismo di oscillazione liberannanibisca la
conduzione elettrica occorre che la traslaziondi déafi occupati nello spazio

delle k si risolva in una dinamica avente media non null& puo accadere
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solo in presenza di opportuni meccanismi di sdatjerche determinino
variazioni del momento cristallino casuali in moda interrompere la
variazione indefinita imposta dal campo al vettdienda k L’osservazione
sperimentale e i limiti del modello di Bloch adattaci consentono di
riconoscere che tali meccanismi di scattering songinati dall'interazione
elettrone-elettrone non considerata nel nostro tfmededall'interazione tra gli
elettroni e i modi di oscillazione reticolare (fonpche rappresentando una
deviazione dalla periodicita del potenziale cristal e impongono nella
equazione di Schrddinger relativa a un potenziadeiodico un termine
aggiuntivo che rappresenta lo scambio energetecainrelettrone di Bloch (in
un potenziale periodico ideale) e i modo di oszilae del reticolo ideale a
temperatura non nulla. Inoltre occorre considecdre causa della deviazione
dalla periodicita del reticolo cristallino possoessere anche le impurezze e i
difetti che, per questioni termodinamiche, sonomenpresenti in un materiale
ideale.

Se tali processi di scattering avvengono su unia semporale inferiore
al periodo di oscillazione della prima zona di Buin, I'elettrone di Bloch non
riesce a terminare l'oscillazione a causa dellaav&ne brusca del suo vettore
d’onda al momento dell’'urto. Successivamente itoretd’onda_kriprende la
propria dinamica prima di incorrere in un altroourfTale comportamento
avvenendo in tempi molto brevi determina, su scleempo piu estese una
dinamica media temporale non piu caratterizzataunlarasporto medio di
carica nullo in quanto il valor medio temporale dgettore d’onda di un singolo
elettrone di Bloch sara diverso da zero.

In definitiva quello che si ottiene é che la distidione degli elettroni
della banda rimane mediamente fissa in una poszasmmmetrica, rendendo

I'integrale costantemente non nullo e producenddlusso netto di corrente.
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Similmente anche la sfera di Fermi si posizioneadibnente traslata rispetto
I'origine dello spazio dei k

Se pero accade che le impurezze sono contenutecaaentrazioni
elevate, il tempo di vita medio si riduce al punto da rendere difficile uno
spostamento effettivo della sfera di Fermi nellazp delle k

Occorre considerare comunque che ciascun meccarnssuattering e
un fenomeno molto complesso e il suo effetto sttlaente di conduzione va
considerato, in un approccio piu corretto, medidietpuazione del trasporto do
Boltzmann. Ad esempio lo scattering fononico edontnte dipendente dalla
temperatura e, a seconda del valore assunto d#udties, potra essere piu o

meno prevalente rispetto ad altri tipi di interamgo
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Capitolo XVI

Approssimazione di massa efficace

Alla luce di quanto esposto nei paragrafi precedenpossibile
ritenere che la conduzione elettrica nei semicdnduavvenga in virtu
del fatto che a temperatura diversa da zero laddndonduzione risulta
parzialmente occupata sia in virtu della energiania conferita agli
elettroni di valenza e sia a causa della introcheziai droganti nel
materiale. Parimenti alla banda di conduzione, anatbanda di valenza
e sede di conduzione elettrica in quanto parzialenesvuotata dai
processi di agitazione termica degli elettronieidme. Nel caso in cui

gli stati occupati della banda di conduzione (lilokila banda di valenza)
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siano prossimi al minimo della banda di conduzigmeassimo della
banda di valenza) la conduzione elettrica €& facibeetrattabile
nel’lambito della approssimazione detta di masshcagfe, in cui
sostanzialmente gli elettroni di conduzione (statoti nella banda di
valenza) si comportano come particelle libere @othtmassa opportuna

diversa dalla massa fisica dell’'elettrone.

fig.XVI.1 popolazione di elettroni prossimi al rniro
della banda di valenza a temperatura diversa d zero

La legge di dispersione della banda di conduziofd@=E (ky,k; ks) € una
funzione di tre variabili scalari e nell’intorno dn minimo puo essere

approssimata mediante uno sviluppo in serie didragll secondo ordine
1 3 3
E(k) = E, +§Zzaij (ki _kOi)(kj _koj)
i=1 j=1
(XVI.1)
dove K € l'energia dello stato ad energia minima dellandaa di

conduzione ejee dato da

62
a, =
1™ 9k ok,

E(k), i,j=123

(XVI.2)
| coefficienti dello sviluppo ja possono essere pensati come gli elementi
di una matrice che puo esser diagonalizzata scelgli@pportunamente

una base dello spazio Rispetto a questa nuova base, indicando_¢dn k
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generico vettore d'ondad k', k,' e k3’ le nuove componenti del vettore

k' si avra

2 ' 2 ' 2 1
E(K.)=E0+%(a E(K,) iz, OE(K) 2, 0 E(kg)k.zjz

ok Y ok? k2 °
2 12 12 12
=Eo+h—(kl + K + k3J
2\m* my* mg*
(XVI.3)
avendo posto
hZ
* = coni =123
N T EK) -
ok
(XV1.4)

Il parametrom * ha le dimensioni fisiche di una massa ed e quindi

chiamatomassa efficaceSupponendo per semplicita di essere nel caso

unidimensionale la legge di dispersione € semplceen

21,12

E(k) =E, +

*

(XVI.5)
da cui emerge una dipendenza di tipo parabolico d&¢sso genere della
legge di dispersione per gli elettroni liberi. Sede pertanto che in
prossimita del minimo della banda di valenza ghittebni si comportano
come se fossero liberi a patto di considerarli tiidiauna massa pari alla
massa efficace. In tal modo sara possibile adottar@ descrizione
analoga a quella della teoria di Sommerfeld puerd$s nell’ambito del
modello di Bloch.

Dato chem * e sostanzialmente il reciproco della derivata séaon

della funzione E(k) si vede che la massa efficategata alla concavita

della legge di dispersione in prossimita del suotpuestremale. Cio
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significa che a seconda della forma della bandaadduzione si potranno
avere elettroni veloci o lenti in relazione al valalella concavita. In
particolare una banda caratterizzata da una eleoaizavita determinera

valori piccoli della massa efficace e quindi darago a elettroni veloci.

€ veloce

€ lento

-Gyl2 0 Go/2

fig.XVI1.2 bande di conduzione di diversa concawitplicano I'esistenza
di elettroni di conduzione aventi diversa massieate

Nel caso tridimensionale si e visto come ad ograztbne nello
spazio delle_kcorrisponda in generale un diverso valore dellsssaa
efficace; pertanto essa va considerata come ummeara che descrive il
comportamento anisotropo degli elettroni in relagioalle diverse
direzioni dello spazio delle.KTuttavia in questa sede si consideri per
semplicita il caso in cui m* =m,* =m,* =m* (caso isotropo) che si

verifica in presenza di reticoli cubici. Per laadiionei si avra

E() = E, + 2!
(XVL.6)
e
_10E _iK,
Thok, m*
(XVI.7)

da cui si ottiene
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m*v, =7k,
(XVL.8)
Si vede quindi che la quantita di moto della “quaaiticella” elettrone
dotata della massa* e data daik’;, conformemente con quanto ottenuto
per gli elettroni liberi.

Considerando quindi la dinamica del vettore d’okdia presenza di

un campo elettrostatico esterno si ha per la direzi

dk';, _ B
"o T
(XV1.9)
cioé
dv, _ |E|
__—e_
dt m*
(XVI.10)

che rappresenta la seconda legge di Newton pepartgzella di massa
m* e dotata della carica di un elettrone.

Tuttavia tale relazione conduce ad un evidentaqmaso qualora si
consideri il caso di un elettrone in prossimita helssimo della banda di
valenza (che si ricorda e parzialmente vuota a ¢eatpra diversa da
zero). In tal caso infatti la massa efficace €& tiegae renderebbe
I'accelerazione dell’'elettrone discorde rispettddeza ad esso applicata.
E’ possibile risolvere questa incongruenza ricoddaghem* non ha
alcun significato fisico legato ad una effettivassa inerziale, pertanto
esplicitandone il valore assoluto si ottiene

~|m*|v=-¢g
(XVI.11)

ossia
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[m*|v = qE]
(XV1.12)

Si vede quindi che la dinamica dell’elettrone ilwgsimita del massimo
della banda di valenza equivale a tutti gli effatia dinamica di una
“quasi particella” avente massa efficace positiyaae al |m*| e dotata di
una carica elettrica pari a quella di un protonee$pa “quasi particella”
prende il nome di lacuna e consente quindi la cpiothe elettrica che
avviene da parte degli elettroni in prossimita melssimo della banda di
valenza facendo ricorso a particelle di carica tp@siche si muovono
concordemente al campo elettrostatico.

La conduzione elettrica nella banda di conduzise& descritta in
modo del tutto analogo a quanto gia fatto in preoed osservando che
I'intensita della correnté € proporzionale all’integrale esteso alla prima
zona di Brillouin (XV.34). La conduzione nella bandi valenza potra
essere descritta pensando che essa é dovuta & lelceiroccupano stati
elettronici vuoti. Infatti supponiamo di considexda banda di valenza a
temperatura nulla in cui ogni stato € occupato da elettroni di spin
opposto. Abbiamo gia dimostrato che l'intensitacdirente in tal caso

vale zero essendo

i D—zejv(k) dk =0
B.Z.

(XVI1.13)
Il termine contenente l'integrale puo essere tisxridiversamente

sommando e sottraendo la quantita

[ -2ev(if (k) dk

(XVI.14)
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in cui f(k) € la funzione di Fermi alla temperatufaz 0 in cui viene
considerato il fenomeno della conduzione.
Si ottiene quindi

[-2ev() (k) dk+ [-2ev(ki- f (k)] dk =0

B.Z

(XVI.15)
cioe

- 2e [v(k) T (k)dk = 2e [ v(K)[1- f (k)] dk

(XVI.16)
da cui si evince che essendo il primo membro ppoale alla intensita
della corrente dovuta agli elettroni di valenzaesilultima € ottenibile
pensando che responsabili della conduzione siambcglée positive
dotate di velocitav(k) e distribuite sugli stati con probabilita di
occupazione complementare rispetto quella di Feondi;significa che
uno stato con bassa probabilita di occupazionendelettrone ha alta

probabilita di occupazione da parte di una lacuna.
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